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Synopsis:

Denne rapport omhandler styrke-
og stivhedsanalyse af aluminiums-
skiver. Gennem undersogelse af
makroskopiske egenskaber for de
givne skiver er det muligt at beskri-
ve materialets virkemade. Der tages
1 rapporten udgangspunkt i hen-
holdsvis en homogen isotrop mas-
siv cirkelskive og cirkelring af alu-
minium, der belastes af to liniela-
ster, hvilke beregnes som enkeltla-
ster. For begge skiveelementer fin-
des porese udgaver heraf, hvor
formalet med disse er, at modellere
en homogen tilstand. De beregnede
flytninger og spendinger, pad bag-
grund af pafert belastning, vurderes
i forhold til bade analytiske og nu-
meriske losninger. Til optimering af
de numeriske beregninger er der
programmeret to specialelementer.
Udover de analytiske og numeriske
modeller er der udfert en raekke
forseg, hvor der er malt tejninger
og flytninger, hvilke er anvendt til
at eftervise og analysere de optima-
le l@sninger.







Forord

Forord

Denne 7. semesters rapport er udarbejdet af gruppe C129 under B-studienavnet ved Aal-
borg Universitets Teknisk-Naturvidenskabelige Fakultet. Temaet for rapporten er ”Analyse
og design af barende konstruktioner”.

Rapporten er opdelt i en reekke delafsnit for at skabe overblik. Opdelingen af rapporten er
folgende:

Indledning
Enhedscelle
Cirkelskive
Cirkelring
Konklusion
Bilag
Forsog

Figurer, tabeller og ligninger er nummereret med fortlebende numre i hvert kapitel med
tilherende forklarende tekst og eventuel kildehenvisning. Kildehenvisninger gives i rappor-
ten ved forfatterens efternavn og udgivelses ar, hvilket er indrammet i1 skarpkantede paren-
teser:

[Efternavn, udgivelsesér]

Bagerst i hovedrapporten forefindes kildelisten. Til rapporten er der vedlagt en cd-rom,
hvor rapporten findes i elektronisk udgave. Ydermere vedlaegges udarbejdede programmer
1 CALFEM, toolbox til MATLAB, samt diverse beregningsark.
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Kapitel 1 — Indledning

Kapitel 1 Indledning

Beregninger af konstruktionselementer kan forekomme sa komplekse, at opstilling af en
eksakt analytisk losning ikke er muligt. P4 baggrund af dette faktum enskes approksimati-
ve lesninger i form af analytiske og numeriske modeller. I dette projekt opstilles, for to
konstruktionsudformninger, modeller pa baggrund af kinematiske, statiske og konstitutive
betingelser, hvor forudsatninger og begrensninger fastlegges. En numerisk beregning kan
med tilstreekkelig beregningskapacitet gd mod den eksakte losning, hvilket ofte er tidskree-
vende. Pa baggrund af dette kan resultatets ngjagtighed og kompleksitet vurderes i1 forhold
til tidsforbrug og de tilnermede analytiske losninger. Til verificerering af de approksimati-
ve losninger udferes forsog.

Formalet med projektet er at skabe forstéelse for teorierne bag de numeriske og analytiske
metoder og pa denne baggrund vurdere anvendelsesmuligheder, begraensninger og resulta-
ters ngjagtighed 1 forhold til kompleksitet og tidsforbrug. Udelukkende elasticitetsteoreti-
ske problemstillinger bearbejdes.

I projektet tages udgangspunkt i en cirkelskive og en cirkelring, udfert i aluminium, der
betragtes som et homogent, isotropt og linearelastisk materiale, hvor elasticitetsmodulen,
E, og Poissons forhold, v, bestemmes eksperimentelt. Elementerne er vist pa figur 1.1.

Figur 1.1: Elementerne i form af cirkelskive og cirkelring.

Materialeparametrene for de viste konstruktionselementer bestemmes ved trykbelastning af
en aluminiumsklods, vist pd figur 1.2, med dimensionerne 60x30x30 mm.
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Del I — Indledning

Figur 1.2: Aluminiumsklods til bestemmelse af materialekonstanter for massive elementer.

Materialekonstanterne, henholdsvis elasticitetsmodul og Poissons forhold, for det massive
element er bestemt til 78600 MPa og 0,31, hvilket ligeledes fremgar under beskrivelsen af
forsegselementerne. Forsggsbeskrivelse og efterfolgende databehandling er foretaget i for-
sog 1.

For begge konstruktionselementer undersoges indflydelsen af poresiteter ved, at undersoge
konstruktionselementer med borede huller, jf. figur 1.3.

Figur 1.3: Porase udgaver af cirkelskive og cirkelring.

Ved beregning af de porase elementer antages disse, at vere homogene med @&ndrede ma-
terialeegenskaber 1 forhold til det oprindelige materiale. Generelt defineres porgsiteten som
inklusioner i et matrixmateriale, hvilke har andre materialeegenskaber. Poresiteten, der be-
nyttes 1 projektet, er en simplificering af virkeligheden, 1 forhold til eksempelvis beton,
hvor beskrivelse af strukturen er en kompleks problemstilling, hvor det ikke er muligt at
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Kapitel 1 — Indledning

opstille beregninger uden simplificeringer. I betonen er cementen matrixmaterialet hvor
tilslag, luft og andre tilsetninger udger inklusionerne, hvilket er vist pa figur 1.4.

Figur 1.4: Udsnit af betonelement.

Ved beregning af konstruktionselementer pa element niveau, benyttes entydige materiale-
konstanter, hvorved betonens mikrostruktur, sammenspillet mellem cement og inklusioner,
ikke betragtes. Traditionelt bestemmes materialeegenskaberne eksperimentelt, hvilket kan
vaere en omfattende og kompliceret proces for et kompositmateriale, hvorfor materiale-
egenskaberne med fordel kan bestemmes ved beregninger med udgangspunkt i materialets
makrostruktur.

Denne problemstilling analyseres 1 projektets del 11, hvor materialeegenskaberne estimeres
ved henholdsvis analytiske, numeriske og eksperimentelle metoder. I projektet benyttes,
som tidlige naevnt, en simplificering af virkeligheden, hvorved konstruktionselementerne
eneste porgsitet udgeres af luft, i form af systematisk borede huller. Dette benyttes til op-
stilling af enhedscellen, der er et specialelement indenfor kontinuummekanikken. Med an-
vendelsen af enhedscellen bestemmes materialeegenskaberne pa makroskopisk niveau ved
at udtage et repraesentativt volumenelement, RVE, som typisk er af storrelsesordenen 0,1
mm® for metaller. Det forudsattes af RVE underseges si lille som muligt, men stor nok til
at en analyse vil forklare materialets makroskopiske egenskaber.

I projektet er poresiteterne foreskrevet, hvorved en enkelt enhedscelle udferes med dimen-
sionerne 16x16x20 mm , hvorved de makroskopiske egenskaber kan beskrives. Til verifi-
cering af de estimerede materialekonstanter udferes forseg med to enhedscelleblokke, hvor
16 enhedsceller sattes sammen, jf. figur 1.5.
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Del I — Indledning

Figur 1.5: Sammensatte enhedsceller.

Begge forseggsemner udfores med dimensionerne 64 x 64 x 20 mm , hvorved porgsiteten, f,
beregnet ved formel (1.1) er henholdsvis 0,20 og 0,60 for @8 og ¥14 huller.

f=1- (1.1)

A
VM

Materialeegenskaberne estimeres analytisk ved forskellige metoder, fra celluler struktur til
mere generaliserede strukturer og antagelser. Elementmetoden, FEM, benyttes til numerisk
beregning af enhedscellen. Til verificering af de beregnede resultater forelaegges til sidst en
samlet vurdering 1 forhold til eksperimentelt bestemte resultater.

Pa baggrund af materialeparametrene vil der i projektets del III blive foretaget beregninger
af flytninger og spaendinger, for massiv og pores cirkelskive. Forskellen pa beregningerne
bestar udelukkende i anvendelse af andre materialeparametre. Illustration af cirkelskiven,
som henholdsvis massiv og porgs, ses pa figur 1.6.

A A t
—
O O [
OO000O0O0
O000000DO0
OO0 000000
OO0 000000
OO0 000000 2R
O0O00000O0
OO0 000000
OO000O0O0
00 L
A A Snit A-A

Figur 1.6: Massiv og poras cirkelskive.

Den porese cirkelskive udferes med 80 stk. @8 huller med en indbyrdes afstand, c/c, pa
16 mm. For skiverne defineres det effektive areal, 4, som arealet af det massive materiale.
Geometriske konstanter for cirkelskiven er opstillet i tabel 1.1.
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Kapitel 1 — Indledning

Massiv cirkelskive  Pores cirkelskive

Radius, R 79 mm 79 mm
Tykkelse, ¢ 20 mm 20 mm
Effektivt areal, 4 19607 mm?> 15718 mm?
Porgsitet, 0 0,20

Tabel 1.1: Geometriske konstanter for massiv og poros cirkelskive.

Skiverne analyseres ved anvendelse af kompleks funktionsteori, Ritz metoden og Fourier-
rekker. Numerisk beregnes skiven ved en rakke forskellige elementtyper, hvor der pro-
grammeres to specialelementer 1 form af en linear tgjningstrekant og et spaendingshybrid-
element. For elementerne udferes konvergensstudie. Til verificering af de beregnede resul-
tater forelaegges til sidst en samlet vurdering i1 forhold til eksperimentelt bestemte resulta-
ter.

Til beregningerne opstilles et statisk system, hvilket er specificeret i hvert enkelt afsnit.
Imidlertid bemerkes det, at udelukkende en kvart cirkelskive betragtes, grundet dobbelt-
symmetri, jf. figur 1.7.

100 -

Gl

&0

40F

20F

OF

-20

A0k
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-80

_1 |:||:| 1 1 1
-100 -60 0 a0 100

Figur 1.7: Cirkelskive med flytningsfelt.

Figur 1.7 viser cirkelskiven pavirket af to punktlaster, som medferer diskontinuitet i punk-
terne, hvor enkeltkraefterne pafores. Dette stemmer imidlertid ikke overens med virkelig-
heden, da belastningen eksperimentelt pafores over et areal. I projektet antages linielaster-
ne at virke som punktlaster.
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Del I — Indledning

De elastiske kontanter for cirkelskiven er beregnet i del II og resultaterne er opstillet i tabel
1.2.

Massiv cirkelskive  Pores cirkelskive

Elasticitetsmodul, £ 78600 MPa 48000 MPa
Poissons forhold, v 0,313 0,343
Forskydningsmodul, G 29930 MPa 25600 MPa

Tabel 1.2: Elastiske konstanter for cirkelskiven.

I projektets del IV beregnes cirkelringen henholdsvis massiv og pores, hvilket er illustreret
pa figur 1.8.

t
]
2r 2R
D l
B Snit B-B

Figur 1.8: Massiv og pores cirkelring.

Den porese cirkelring udferes med 76 stk. @8 huller med en indbyrdes afstand, c/c, pa
16 mm. Geometriske konstanter for cirkelringene er opstillet i tabel 1.3.

Massiv cirkelring  Porgs cirkelring

Ydre radius, R 79 mm 79 mm
Indre radius, 24 mm 24 mm
Tykkelse, ¢ 20 mm 20 mm
Effektivt areal, 4 17797 mm’ 14223 mm’
Porgsitet, 1 0 0,20

Tabel 1.3: Geometriske konstanter for massiv og poros cirkelring.

Analytisk benyttes Ritz metoden og teorien for krumme bjelker, herunder Bernouilli-Euler
og Timoshenko, som udledes ved benyttelse af det virtuelle arbejdes princip, VAP. Nume-
riske modeller benyttes med forskellige skiveelementtyper, foruden inddeling i rette Ber-
nouilli-Euler og Timoshenko bjalkeelementer.
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Kapitel 1 — Indledning

De elastiske kontanter for cirkelringen er bestemt i del II og resultaterne er opstillet i tabel
1.4.

Massiv cirkelring  Porgs cirkelring

Elasticitetsmodul, E 78600 MPa 48000 MPa
Poissons forhold, v 0,313 0,343
Forskydningsmodul, G 29930 MPa 25600 MPa

Tabel 1.4: Elastiske konstanter for cirkelring.
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Delindledning

I de folgende kapitler estimeres materialeparametrene for henholdsvis den porese cirkel-
skive og cirkelring. Udgangspunktet for estimaterne er de eksperimentelt bestemte materia-
lekonstanter for det massive element, pavirket ved enakset tryk.

De elastiske materialekonstanter beregnes analytiske ved forskellige metoder, hvilke be-
navnes henholdsvis Gibson Ashby, Dilute, Selvkonsistente samt Voigt & Reuss estimater.
Estimaterne bestemmer materialeegenskaberne siledes, at disse har samme egenskaber
som et isotropt, lineert elastisk materiale. De forskellige estimater sammenlignes, hvorved
fordele og ulemper fremhaves for de enkelte modeller. Efterfolgende beregnes materiale-
konstanterne ved numeriske metoder i form af FEM analyse. Til verificering af de analyti-
ske og numerisk beregnede materialekonstanter udferes forseg, hvorved det vurderes hvil-
ken metode, der giver det mest praecise estimat.

Til estimering af parametre benyttes udleverede noter [Myhre, 2005] med mindre andet
angives.






Kapitel 2 — Gibson Ashby metoden

Kapitel 2 Gibson Ashby metoden

Ved benyttelse af Gibson Ashby metoden betragtes et reprasentativt udsnit af prevelege-
met, som illustreret pa figur 2.1.

Figur 2.1: Repreesentativt udsnit af provelegemet.

Dette udsnit simplificeres til en kubisk celle, som vist pa figur 2.2.

Figur 2.2: Udsnit af provelegeme betragtes som en kubisk celle.

Hvis porgsiteten er stor kan cellestrukturen betragtes ved hjelp af Bernoulli-Euler bjelke-
teori, hvor cellesiderne betragtes som tynde bjalker der antages at deformere som vist pa
figur 2.3.
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Del II — Enhedscelle

Figur 2.3: Enhedscellen med udbajning af celleveeg ved enakset tryk.

Densiteten af cellevaeggene bestemmes ved formel (2.1).

m m

=—= 2.1
Pu Vool 2.1)
hvor
PM er densiteten af celleveeggene
m er massen af cellen
m er volumen af cellevaeggene
L er lengden og hejden af cellevaeggene
t er tykkelsen af cellevaeggene
¢ er en konstant, der athanger af cellens geometri
Densiteten af det cellulere materiale beregnes ved formel (2.2).
m m
-7 2.2
Py T (2:2)
hvor
pp er densiteten af det cellulaere materiale
Vp er volumen af det cellulare materiale
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Kapitel 2 — Gibson Ashby metoden

Herfra kan forholdet pp/pys skrives ved formel (2.3).

Pp 4
—L=c— 23
o, O (2.3)

I henhold til udbgjningen af bjelkerne kan tejningen for bjelken opskrives ved formel
(2.4), og spendingerne igennem cellen opskrives ved formel (2.5).

o

E=— 24
; (24)
c, F

o= ? (2.5)

hvor

e er tgjningen

0 er nedbgjningen af bjelken

o er spendingen

2 er en konstant, der athenger af cellens geometri

F er belastningen

Fra Bernoulli-Euler bjelketeori haves (2.6), som er en relation mellem kraft og flytning.

oE, I

P2 (2.6)
hvor

¢ er en konstant, der athenger af understotningerne

Ey er elasticitetsmodulen for celleveegsmaterialet

1 er inertimomentet af cellevaeggen
Formel (2.4) og (2.6) indsattes i (2.5) og herfra fas formel (2.7).

1 £
GZCZC3EEMF8 (2.7)

hvor
3

t .. .
c,c,—E,, — er elasticitetsmodulen for porest materiale, Ep
Prrp
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Del II — Enhedscelle

Ved omskrivning af formel (2.3) haves formel (2.8).

P
L eapy

Indsattes formel (2.8) 1 (2.7) fas formel (2.9).

3 3
E, =55 EM( Pr ] _ Lr :c(&J (2.9)
12 €1 Pu Ey, Pu
hvor
Ep er elasticitetsmodulen af det cellulere materiale
c er en konstant der sattes lig 1 grundet forseg med cellens geometri og un-
derstetningsforhold

Relationen mellem densitet og poresitet beskrives ved formel (2.10).

Pp = Pu (l_f) (2.10)

hvor
f er porgsiteten

Herved kan formel (2.9) omskrives til formel (2.11).

%:(14)3 (2.11)

M
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Kapitel 2 — Gibson Ashby metoden

Pé figur 2.4 er forholdet mellem elasticitetsmodulerne som funktion af f optegnet.

1

0.8+

0.6+

0.4+

Relativt elasticitetsmodul

0.2

0 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Porgsitet, f

Figur 2.4: Relativt elasticitetsmodul for Gibson Ashby metoden.

P& baggrund af dette gives estimatet for elasticitetsmodulet ved formel (2.12).

E,=(1-f)-E, (2.12)

Gibson Ashby estimatet beregnes ved formel (2.12) for en poresitet pd henholdsvis 0,2 og
0,6, idet elasticitetsmodulen eksperimentelt bestemmes ved disse porgsiteter.

E"? =(1-0,20)’ - 78600 = 40243 MPa

(1-0,60) - 78600 = 5030 MPa

0,2
E
»
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Del II — Enhedscelle

Kapitel 3 Voigt og Reuss estimater

Voigt og Reuss er analytiske estimater, hvor der tages udgangspunkt i et reprasentativt vo-
lumen element, RVE, illustreret pa figur 3.1.

Figur 3.1: lllustration af repreesentativt volumenelement, RVE.

I et RVE forudsattes voluminerne kendt for bdde matrixmaterialet og inklusionerne €,
Q,,...,Q,. Yderligere forudseattes de konstitutive ligninger for inklusionerne, at kunne be-
regnes ved formlerne (3.1) og (3.2), da linerelastisk materiale betragtes.

o, = Dyey (3.1

&; = C0y (3.2)
hvor

() betegner inklusioner i RVE

Dijju er den konstitutive tensor

Ciju er fleksibilitetstensoren, C = D!

Estimering ved Voigt og Reuss giver henholdsvis en @vre- og nedreverdi losning til de ek-
sakte materialekonstanter. Dette kan illustreres ved en kompositbjelke, bestdende af fi-
bermateriale og matrixmateriale, under enakset trek, jf. figur 3.2.

P P
G V@ —

Figur 3.2: Kompositbjeelke belastet ved enakset treek.

Under forudsatning af perfekt binding mellem fibrene og matrixmaterialet vil variationen
af materialernes retning med vandret, 6, give de eksakte verdier ved henholdsvis 0° og 90°.
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Kapitel 3 — Voigt og Reuss estimater

Dette ses ved betragtning af vinklen 90°, hvor der opstér en serieforbindelse og de svageste
led bliver afgerende for bjelkens styrke. Bjelkens maksimale styrke findes ved 0°, paral-
lelforbindelse, hvor de sterkeste led kan belastes maksimalt.

3.1 Voigt estimat

Den samlede spanding for et RVE kan bestemmes ved formel (3.3)

_ _J‘ lokaldV — _[I yklgkl My +J. ,jkzgk]dV"F +J. yklgji\]/dV:| (33)

hvor

o er den lokale spanding i RVE

O refererer til matrixmaterialet
O refererer til den N'te komponent i RVE

Ved benyttelse af Voigt estimat antages plan tejningstilstand. Yderligere vaelges kinema-
tisk tilladelige flytningsfelter, hvorved (3.4) er geldende.

el =¢,=..=¢) (3.4)

Dette bevirker, at formel (3.3) kan omskrives til formel (3.5).

1
_ ;[ ij;z,dm L}] D;,ddV+...+j DﬁddV}gﬂ 3.5)

Ved benyttelse af relationen i1 formel (3.6) omskrives (3.5) til formel (3.7).

01, 1 n
DUVH&’:;UV DYdv + j DyydV +.+ Dy,ddV} (3.6)
V-Q 9) Q
oy == ——Dj + Vl Dy + ... += Dl (3.7)

Dette kan skrives pa formen.

l)z/Vl?llg)j ch ijkl b - cn < 1 b ch = 1 (38)

n=1

hvor
Cn er den relative volumenandel
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Del II — Enhedscelle

For et porest materiale med kun én type poresitet, kan formel (3.8) omskrives til for-
mel (3.9).

Voigi
Epuréﬂtst :(l_f)EM +fEP (39)
hvor
Ey er elasticitetsmodulen for matrixmaterialet
Ep er elasticitetsmodulen for det porgse materiale

I forsegsemnerne udgeres porgsiteten af luft, elasticitetsmodulen er lig nul, og dermed kan
formel (3.9) omskrives til formel (3.10).

E” =(1-f)E, (3.10)

porost

For det massive materiale er elasticitetsmodulen bestemt eksperimentelt til 78600 MPa,
hvorved de forventede elasticitetsmoduler beregnes ved formel (3.10).

o 02 =(1-0,20)-78600 = 62880 MPa
o 06 = (1—0,60)-78600 = 31440 MPa

Ved opstilling af den relative elasticitetsmodul 1 forhold til poresiteten fremkommer formel
(3.11).

Voigt

pos | f 3.11)
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Kapitel 3 — Voigt og Reuss estimater

Forholdet er illustreret pd figur 3.3.

1

0.4f 1

Relativt elasticitetsmodul

0.2 R

0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Porgsitet, f

Figur 3.3: Relativt elasticitetsmodul som funktion af porositeten for Voigt estimatet.

Randbetingelserne for Voigt estimatet stemmer overens med det forventede, da den relati-
ve elasticitetsmodul er 1 ved poresiteten 0, og 0 ved poresiteten 1. Ydermere bemerkes, at
forholdet beskriver gvrevardien for elasticitetsmodulen.

Forholdet mellem det massive og porgse materiale blev bestemt med den konstitutive ma-
trice som funktion af henholdsvis elasticitetsmodulen og Poissons forhold. Imidlertid kan
disse bestemmes entydigt ved anvendelse af formel (3.12).

[D,]=(1-1)[D,,] (3.12)

hvor
[DP] er tgjningstensoren for det porgse materiale

[DM] er tgjningstensoren for det massive materiale

Ved benyttelse af Voigt estimatet antages plan tejningstilstand, hvorved den konstitutive
matrice kan opskrives ved formel (3.13).

[D]:m v o 1-v 0 (3.13)
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Del II — Enhedscelle

Ved benyttelse af ovenstdende er det muligt at opstilles tre ligninger med to ubekendte,
hvilket imidlertid reduceres til to ligninger, da ligningerne ved forste og anden reekke ud-
gor den samme ligning. Ved benyttelse af forste raekke 1 tejningsmatricerne opstilles for-
mel (3.14) for elasticitetsmodulen for det porgse materiale.

E, ~ o E, )
(1+VP)(1_2VP)[(1 vp)+v,]=( f)(1+VM)(1_2VM)[(1 Vi) + V|
0 (3.14)
E

= (1t f) M (14y,) (<14 2v,)

(1+v, )(1-vy)

Ligeledes opstilles formel (3.15) for Poissons forhold ved anvendelse af tredje rakke.

E, [1—2vp}=(l_f) E, ‘:I—ZVM:|

(I+v,)(1-2v,)[ 2 (I+v,)(1-2v, )L 2

0 (3.15)
E,+E,-v,-E +E, - f

V. =—

! (-1+ f)E,

Ved losning af disse ligningssystemer bestemmes materialeparametrene, cd-bilag. Resulta-
terne er angivet i tabel 3.1.

Porgsitet 0,2  Porgsitet 0,6
Elasticitetsmodul, Ep 62880 MPa 31440 MPa
Poissons forhold, vp 0,313 0,313

Tabel 3.1: Materialeparametre beregnet ved Voigt estimatet.

Det bemarkes at Poissons forhold beregnes til samme veardi uafthengigt af hvilken bereg-
ningsmetode, der benyttes.

3.2 Reuss estimat
Den samlede tgjning for det RVE beregnes ved formel (3.16).

1 OKa, 1 n n
&= [ etay - ;UVQ Cholidv +le ClyondV +..+ Lz,, Cy.k,akldV} (3.16)

hvor
g% er den lokale tojning i det RVE
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Kapitel 3 — Voigt og Reuss estimater

Ved bestemmelse af Reuss estimatet antages plan spandingstilstand samt statisk tilladelige
flytningsfelter. Reuss estimatet beregnes ved samme procedure som Voigt estimatet, hvor-
ved (3.17) fremkommer.

Cr”=>cCh . 0<c, <1, Y, =1 (3.17)
n=1

I projektet benyttes luft som porgsitet, med elasticitetsmodul lig 0, hvorved Reuss estimatet
opskrives ved formel (3.18).

For Reuss estimatet forudsettes plan spendingstilstand, hvorved fleksibilitetstensoren op-
skrives ved formel (3.19).

I v 0
[c]=[p]'=1| v 1 0 (3.19)
E
0 0 2(1+v)

Ved elasticitetsmodulen lig 0, hvorved formel (3.19) ikke kan benyttes til bestemmelse af
materialeegenskaberne. Ved benyttelse af tejningstensoren opskrives Reuss estimatet ved
formel (3.20).

1 1
=C,- 3.20
i "D, 20

Ved fastholdelse af den relative porgsitet, Cy, opstilles udtrykket (3.21).

DReuss —® fOl" DM - 0 (321)

Poros

Dette greensetilfelde medferer udtrykket (3.22).

D™ =0 for D,, —>0 (3.22)

Poros

Dette bevirker at der ikke kan gives en entydig lesning til elasticitetmodulen ved Reuss
estimater. Imidlertid er det vist, at Reuss er en nedreverdilesning, hvorved elasticitetsmo-
dulen ikke kan antage negative verdier, hvilket stemmer overens med det forventede.
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Kapitel 4 Dilute og Selvkonsistent estimater

Et homogent RVE, belastet af en kraft, ¢, antages ikke pavirket af indre massekrafter.

Legemet antages at vare i ligevagts, hvorved den lokale spandingstensor er uden diver-
gens, hvilket er beskrevet i formel (4.1).

o =0 (4.1)

§.j

Definition af Kroneckers delta indferes ved formel (4.2).

X, =0, (4.2)

Ved benyttelse af den lokale spandingstensor og Kroneckers delta, jf. formel (4.1) og (4.2)
opskrives formel (4.3).

lokal
0

_ lokal ___lokal lokal ___lokal
= (o} xj),k =04y X; TOy X =0y 51]‘ (4.3)

Spendingen for et RVE pd makroskopisk niveau bestemmes ved formel (4.4).

1 lokal
%:;L% dv (4.4)

Dette omskrives til formel (4.5) ved benyttelse af Kroneckers delta, formel (4.3), og
Gauss’ integralsatning.

_ 1 lokal _ 1 lokal
o —;J.V(aik xj)’k dv —;J.So;k x;m,dS (4.5)
Grundet ligeveegt for det RVE kan formel (4.6) opstilles for randen.
oty o (4.6)

Spendingen péd det makroskopiske niveau omskrives til formel (4.7) ved indferelse af for-
mel (4.6) 1 (4.5).

1,
o :;J.S L x].dS 4.7)
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Kapitel 4 — Dilute og Selvkonsistent estimater

Ved benyttelse af Dilute- og Selvkonsistente estimater betragtes det RVE indeholdende
inhomogeniteter i form af spandingsfrie huller, som forstyrrer det inde spandingsfelt. Det
RVE er illustreret pa figur 4.1, hvor det totale volumen og hele randen betegnes henholds-
vis V og S. Randen af inhomogeniteter betegnes S;, mens det totale volumen fratrukket in-
homogeniteternes volumen betegnes M.

\Y% S

Figur 4.1: RVE ved Dilute- og selvkonsistente estimater.

Dermed opskrives spaendingen ved formel (4.8).

o, =| oy av (4.8)

Tojningen, pad det makroskopiske niveau, er imidlertid ikke lig den gennemsnitlige lokale
tajning, hvorfor formel (4.9) opskrives.

1 oka - c
8y=;IV€ékldV:€y +é&; (4.9)
hvor
Eij er tojningen for det homogene tilfelde
& er tillegstojningen, der forekommer ved tilstedevaerelsen af poresiteter

Til beregning af tilleegstejningen opstilles to lasttilfelde. Forste lasttilfeelde opstilles ved en
virtuel homogen spandingstilstand pa det RVE samt randen af huller, hvilket er givet ved
(4.10).

(4.10)

1

] n,6o, pas
t =
n,6o, pas,

n. er normalvektoren
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oo, er en vilkarlig virtuel plan spending

Ligeledes forudsattes plan tejningstilstand, hvorved flytningen bestemmes ved formel
(4.11).

u = x,0¢,; = x,Cy,00, (4.11)

Det andet lasttilfeelde beskriver den virkelige spendingstilstand, jf. (4.12).

o. pasS
p={"% P 4.12)
0 pas,
Den tilherende tejningstilstand er givet ved (4.13).
ui2 — uilokal — xjg;ukal — ij;;/lcalo_]izl)kal (413)
Den reciprokke satning indferes ved formel (4.14).
12 . 2.1
[ thuids =] iulds (4.14)
Ved benyttelse af formel (4.14) for de to lasttilfaelde opstilles (4.15).
ISI (mdo,, )u ™" dS +J.Sl (mdo, Yu, ' dS = IS (njaij ) u,dS
0 (4.15)
e (IS (n,0,,)x,C,dS - IS nu ' dS — J.Sl nluf{”k"’dS) =0

Den virtuelle spending er vilkarlig og symmetrisk, hvorved det er nedvendigt for indhol-
det af parentesen i1 formel (4.15), at den asymmetriske del er lig 0, formel (4.16).

m= im
1

IS (n,0,,)x,C,,dS - % L (nlu,’f"“l +nu, " ) ds — % IS (nlu,f’k”’ +nu ) das=0 (4.16)

Da fleksibilitetstensoren ikke varierer med positionen, kan den forste integration i1 formel
(4.16) bestemmes ved (4.17), hvor ligevaegt og Gauss’ divergensteori benyttes.
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Kapitel 4 — Dilute og Selvkonsistent estimater

J. nn1GyXJQJkldS Cljklj tm j n dS Cljk[j tm j dV = (4 17)
Cguj O, LAV = Cl.jk,j Ulm5,de & .
For et homogent materiale, uden revner, kan tgjningen opskrives ved formel (4.18).
£ ! j- (u”’k"ln +u' My )dS (4.18)
i 21 Is J J i '

Ved benyttelse af formel (4.9), (4.16), (4.17) og (4.18) bestemmes tilleegstajningen ved
(4.19).

! I (ul”’“’lnj +u§"k”lni)dS=Eij —% Sl(u?”’“’ln +u"‘”“’lnA)dS

gij o7 ds i J J i

U (4.19)
¢ 1 lokal lokal

81.1.:—5 sl(u" n,+u; nl.)dS

4.1 Dilute Estimatet

Ved benyttelse af Dilute estimatet tages der udgangspunkt i et RVE, som indeholder perio-
diske raekker med cirkulaere huller, jf. figur 4.2.

@ b

Figur 4.2: Materiale med periodiske cirkulcere huller.

For det RVE forudsettes plan spandingstilstand, hvorved den konstitutive betingelse er
givet ved formel (4.20).

&

aﬂ:ll;((Hv)a 5=V, ) (4.20)
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For inhomogeniteterne, jf. formel (4.19), beregnes tojningstilleegget 1 polere koordinater
ved formel (4.21).

2
goo ) (s, +u ' Yad 421)

T h2
ij 2 Y i T

Til bestemmelse af flytninger pa randen benyttes en standard lesning, som er beskrevet ved
parametrene i (4.22), og udviklet for et kontinuum med stor afstand mellem belastning og
hul.

n, =—cos(0
n, = —sin(@)
™ =u, cos(8)—u,sin(0)
uy“ =u, sin(6)—u, cos(0 (4.22)
4 2 ’
oy at 4a” a . (1-
u = 2E((1+v)(lf r3]cos(29)+ p cos(20)+(1+v) p +(1 v)rJ

4y - —%((1+v)£r+a—:jr+£(l—\/)}sin(29)

r

For spendingen pa den indre rand, » =a, opskrives flytningen i radial og tangentiel ret-
ning ved formel (4.23).

u =%(1+2cos(29))

”

. (4.23)
u, = —%sin@@)

Ved Dilute estimatet regnes hvert enkelt hul omgivet af matrixmaterialet, hvorved der ikke
tages hensyn til de ovrige huller. Integration af (4.21) findes for x;-retningen ved formel
(4.24).

g =22l
E
. o
g = —% (4.24)
g,=0
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Ligeledes beregnes for x,-retningen, jf. formel (4.25).

¢ o,/
&, = _%
&y = ——3G§f (4.25)
e,=0

Der indferes et relativt koordinatsystem, roteret 45 i forhold til det oprindelige x;- Xo-
koordinatsystem, hvorved (4.26) fremkommer.

&, =0

&, = (4.26)
o _4do,f

&= ;

Tillegstejningerne givet ved formel (4.24) til (4.26), er beregnet ved tre forskellige tilstan-
de, hvorved superpositionsprincippet benyttes med formel (4.20), jf. formel (4.27).

O~ V0 30,.f _ onf

&y =

E E E
o,, — VO 30 o
= T2V gf _ gf (4.27)
g, = 1+Z\;O'12 N 40';]’

Omskrivning af ovenstdende giver estimaterne ved formel (4.28) og (4.29).

v, =YutS (4.28)
1+3f
- E, (4.29)
1+3f
hvor
Vo er Poissons forhold for det massive materiale
vp er Poissons forhold for det porgse materiale
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Elasticitetsmodulen opstilles som funktion af poresiteten ved formel (4.30).

E

P

E, 1

FREPEY, (4.30)

Elasticitetsmodulen som funktion af poresiteten er illustreret grafisk pa figur 4.3.

0.6 E

0.4} .

Relativt elasticitetsmodul

0.2+ B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Porgsitet, f

Figur 4.3: Relativt elasticitetsmodul for Dilute estimatet.

Det fremgér af figur 4.3, at det relative elasticitetsmodul er 1 ved massivt materiale, hvilket
stemmer overens med virkeligheden. Derimod er der stadig stivhed 1 materialet ved fuld
porpsitet, hvilket ikke er muligt, hvorved det kan konkluderes at poresiteten skal vere for-
holdsvis lille for, at metoden er anvendelig. Dette kan begrundes ved benyttelse af generel
flytning af randen, hvor denne teori er udviklet for et kontinuum med stor afstand mellem
belastning og hul.

For cirkelskive og cirkelring estimeres Poissons forhold og elasticitetsmodulen ved hen-
holdsvis formel (4.28) og (4.29), hvor resultaterne er angivet 1 tabel 4.1.

Porgsitet 0,2  Porgsitet 0,6
Elasticitetsmodul, Ep 49125 MPa 28071 MPa
Poissons forhold, vp 0,321 0,326

Tabel 4.1: Materialeparametre beregnet ved Dilute estimatet.

44



Kapitel 4 — Dilute og Selvkonsistent estimater

4.2 Selvkonsistent estimat

I modsetning til Dilute estimatet beregner det selvkonsistent estimat hvert enkelt hul sale-
des, at det omgivende matrixmateriale har egenskaber som det vaegtede materiale. Dette
bevirker at superponeringen af den generelle lasning omkring hul samt Hookes lov gives
ved (4.31).

O — VO, " 30—_11f _ O'Ef

fTT g E E
g, =22 00 _EV““ +—3‘%f ——(’%f 431)
l+vo, 4o,f

Omskrivning af estimaterne kan opstilles ved formel (4.32) og (4.33).

Ve =Vu (1_3f)+f (4.32)

E,=E,(1-3f) (4.33)

Ved benyttelse af formel (4.33) findes udtrykket for den relative elasticitetsmodul ved for-
mel (4.34).

E, .
—E=1-3f (4.34)

M
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Grafisk er funktionen foreskrevet pa figur 4.4.

0.6 f

Relativt elasticitetsmodul

0.2} 1

0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Porgsitet, f

Figur 4.4: Relativt elasticitetsmodul for den selvkonsistente metode.

For at den selvkonsistente metode er gaeldende skal poresiteten ligge 1 intervallet O til 0,33.
Ved poresiteter fra 0,33 til 1 bliver elasticitetsmodulen negativt, hvilket ikke stemmer
overens med virkeligheden.

For cirkelskive og cirkelring estimeres Poissons forhold og elasticitetsmodulen ved hen-
holdsvis formel (4.32) og (4.33), hvor resultaterne er angivet i tabel 4.2.

Porgsitet 0,2  Porgsitet 0,6
Elasticitetsmodul, Ep 31440 MPa -62880 MPa
Poissons forhold, vp 0,325 0,350

Tabel 4.2: Materialeparametre beregnet ved selvkonsistente estimat.
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Kapitel 5 Wurdering af analytiske estimater

P& baggrund af materialekonstanter for massive elementer, udfertes der i1 kapitel 2 til
kapitel 4, forskellige analytiske estimater for porese elementer. P4 baggrund af disse er der
i tabel 5.1 opstillet estimaterne for poresiteten 0,2.

Elasticitetsmodul  Poissons forhold

Es Vs
Gibson Ashby 40243 MPa -
Voigt 62880 MPa 0,313
Reuss Positivt -
Dilute 49125 MPa 0,321
Selvkonsistente 31440 MPa 0,325

Tabel 5.1: Elastiske materialekonstanter for porost materiale, ved forskellige metoder.

Derudover er der for hvert enkelt estimat optegnet forholdet mellem porgsiteten og det re-
lative elasticitetsmodul, hvilket er vist pa figur 5.1

—O— Gibson Ashby
0914 —*— Voigt b
—<— Reuss
08 —+— Dilute ]
—H— Selwkonsistente
_ 0.7f
=)
el
o
E 06}
o]
°
7 0.5F
©
[}
s 04t
k]
[5)
T o3l
0.2+
0.1+
0 ?
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Porgsitet, f

Figur 5.1: Forholdet mellem porositet og relativt elasticitetsmodul ved forskellige estimater.

Reuss estimatet forudsatter plan tejningstilstand, hvilket giver en nedreverdilosning for
estimaterne. Dette bevirker, at estimeringen ved den Selvkonsistente metode ved poresite-
ter over 0,33 ikke kan benyttes, hvilket ligeledes stemmer overens med virkeligheden. De
resterende estimater overholder Reuss nedrevardi.
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For Dilute estimatet og den selvkonsistente metode blev der taget udgangspunkt i et RVE
indeholdende periodiske cirkulere huller, hvor der forudsattes plan speendingstilstand.
Den selvkonsistente metode medtager interaktionen mellem hullerne, hvilket ikke er til-
feeldet ved Dilute estimatet. Dilute estimatet forkastes ved poresiteter over 0,66, da kryds-
ningen med Voigt estimatet foretages ved denne poresitet. Dette gores da Voigt estimatet
giver en evrevardilesning for elasticitetsmodulen, baseret pad antagelse om plan tej-
ningstilstand

Eneste estimat der overalt befinder sig mellem ovre- og nedreverdilgsningen er beregnet
med Gibson Ashby metoden, hvor der tages udgangspunkt i en cellemodel, hvor Bernoulli-
Euler bjelketeori kan benyttes.
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Kapitel 6 Numerisk analyse af enhedscelle

I det folgende afsnit gennemfores en numerisk analyse af enhedscellen til bestemmelse af
midlede vardier for elasticitetsmodulen og Poissons forhold, saledes at den konstitutive
matrice [D] kan bestemmes. Analysen udferes ved, at undersege de midlede spandinger,
der fremkommer ved en péfert tgjningstilstand. Estimatet sammenlignes herefter med de
analytiske beregninger og de udferte forseg.

6.1 Opbygning af beregningsmodel for enakset tgjning

Elasticitetsmodulen og Poissons forhold for enhedscellen analyseres for en flytningstil-
stand, der svarer til enakset tgjning, som illustreret pa figur 6.1, hvor deformationen af en-
hedscellen ligeledes er illustreret.

|| —— || ——
| —— | ——
|| —— || ——
|| —— || -
|| —— || ——
| —— |—— (——
| —— | ——
|| —— || ——
| —— | ——
|| —— |— ——
|| —— || -
|| —— || ——
| —— |—— (——
|| —— || ——
|| —— || ——
| —— | ——

Figur 6.1: Udeformeret og deformeret enhedscelle udsat for enakset tajning.

Grundet dobbeltsymmetrien af enhedscellen kan denne opdeles 1 fire &kvivalente dele. Idet
enhedscellen opdeles i fire dele og pavirkes af enakset treek, fremkommer en spandings-
fordeling, som er principielt illustreret pé figur 6.2.
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i ol :
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Figur 6.2: Symmetrisk opdeling af enhedscelle med principielle spendinger.

Opdelingen grundet dobbeltsymmetrien af enhedscellen bevirker, at det kun er nedvendigt
at regne pa en kvart enhedscelle, hvilket reducerer beregningstiden betydeligt. Ved be-
tragtning af spandingsfordelingen pa figur 6.2 ses det, at forskydningsspendingerne op-
haver hinanden, hvorfor disse ikke medtages i1 beregningerne. De resterende normalspaen-
dinger, der medtages i beregningerne er vist pa figur 6.3.

YYRNRNY

——
F——
——
——

Figur 6.3: Kvart enhedscelle med angivelse af midlede speendinger.

Med udgangspunkt i ovenstdende spandingsbetragtning, opstilles beregningsmodellen for
enakset tojning. Modellen opbygges af isoparametriske firkantelementer med otte knuder,
der hver har to frihedsgrader. Princippet for opbygningen af den kvarte enhedscelle er illu-
streret pd figur 6.4, hvor modellen er inddelt 1 16 elementer. P4 figuren er de globale knu-
denumre, elementnumre, understotningsforhold samt flytningsfelt ligeledes angivet.
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y
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Figur 6.4: Principiel opbygning af den kvarte enhedscelle, hvor den stiplede linie viser flytningen af randen.

Opbygningen af modellen er parametriseret, sa der kan endres pa radier, R og r, flytnin-
gens starrelse, V, samt antallet af elementer. Elementernes udeformerede dimensioner til-
passes séledes, at alle elementer i en reekke har samme leengde, hvilket skaber en jevn for-
deling af elementerne. Det bedste beregningsresultat fremkommer hvis elementerne er til-
narmelsesvis kvadratiske, hvilket ikke altid er tilfeeldet ved denne opbygning, da modellen
er opbygget saledes, at de ydre dimensioner kan @ndres frit. Elementerne bliver som navnt
ikke altid kvadratiske, men ved de dimensioner af enhedsceller der benyttes i dette projekt,
anses problemet at vaere uden betydning. Modellen findes som cd-bilag.

6.2 Bestemmelse af elasticitetsmodulen og Poissons forhold

Til bestemmelse af spaendingerne i enhedscellen antages plan spendingstilstand i enheds-
cellen og formel (6.1) benyttes til bestemmelse af systemets knudekrafter. Udledningen af
formel (6.1) kan ses i bilag C.

[K]{V}={R} 6.1)

hvor
[K] er systemets globale stivhedsmatrice
(Vi er systemets knudeflytninger
{R} er knudekrafterne
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Ved anvendelse af formel (6.1) bestemmes knudekraefterne langs de to frie rande. Krafter-
ne summeres til to resulterende krefter, F; og F), 1 henholdsvis x- og y-retningen. Spaen-
dingerne 0., 0g 0, pa de to rande bestemmes med formel (6.2) og (6.3).

F
o._=-—x 6.2
= (62)
5 (63)
o =— )
yy Ay
hvor
A, er tvaersnitsarealet af den hejre rand
A, er tvarsnitsarealet af den overste rand

Elasticitetsmodulen, E, og Poissons forhold, v, bestemmes ved hjelp af Hookes lov for
plan spandingstilstand, som vist i formel (6.4).

1
E =E((1+v)0'aﬂ —V5aﬂ6W) (6.4)
hvor
Oup er Kroneckers delta

Elasticitetsmodulen og Poissons forhold analyseres for to enhedsceller med en huldiameter
pa 8 mm og 14 mm, svarende til en porgsitet pa henholdsvis 0,2 og 0,6. Begge enhedscel-
ler er kvadratiske med en bredde pd 16 mm. I den folgende gennemgang betragtes enheds-
cellen med en huldiameter pa 8 mm.

Ved at pafere beregningsmodellen en flytning, V, jf. figur 6.4, bestemmes normaltejnin-
gen, &, ved formel (6.5).

(6.5)

XX

32}
Il
=] <
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Ved anvendelse af 6400 elementer og en flytning pa 1 fremkommer folgende resultater.

e, =0,125

£, =0

o, =6596,1 MPa
o, =1802,9 MPa

Ved benyttelse af resultaterne samt formel (6.4), opstilles to ligninger med to ubekendte og
elasticitetsmodulen og Poissons forhold bestemmes.

E =48013 MPa

0,125= %((1 +1)6596,1-v(6596,1+1802,9))
- { v =0,342

0 =%((1 +1)1802,9 - v(6596,1+1802,9))

Beregningerne er for begge enhedsceller foretaget med forskellige inddelinger af elemen-
terne, hvorefter der er foretaget konvergensstudier af beregningsresultaterne. Resultater
samt konvergensstudier er n@rmere beskrevet i afsnit 6.5.

6.3 Opbygning af model for ren forskydning

Forskydningsmodulen for enhedscellen bestemmes ved at analysere en tejningstilstand, der
svarer til ren forskydning, som illustreret pa figur 6.5, hvor deformationen af enhedscellen
ligeledes er illustreret.

Figur 6.5: Udeformeret og deformeret enhedscelle udsat for ren forskydning.

Grundet dobbeltsymmetrien af enhedscellen kan den opdeles i fire @&kvivalente dele. Idet
enhedscellen opdeles i fire dele og pavirkes af ren forskydning, fremkommer en span-
dingsfordeling som er principielt illustreret pa figur 6.6.
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/ N

Figur 6.6: Symmetrisk opdeling af enhedscelle med principielle speendinger.

Opdelingen af enhedscellen bevirker, som ved enakset tgjning, at det kun er nedvendigt at
regne pa en kvart enhedscelle, hvilket reducerer beregningstiden betydeligt. Ved betragt-
ning af spendingsfordelingen pa figur 6.6 ses det, at normalspandingerne ophaver hinan-
den, hvorfor disse ikke medtages i1 beregningerne. De resterende forskydningsspandinger,
der medtages 1 beregningerne er vist pa figur 6.7.

Do e e e e e e ]

Figur 6.7: Kvart enhedscelle med angivelse af speendinger.

Ved opstillingen af beregningsmodellen er enhedscellen grundet programmeringsmassige
arsager roteret 45° i forhold til det ovenstdende. Beregningsmodellen for ren forskydning er
opbygget af isoparametriske firkantelementer med otte knuder, der hver har to frihedsgra-
der. Princippet for opbygningen af den kvarte enhedscelle er illustreret pa figur 6.8, hvor
modellen er inddelt i 16 elementer. P4 figuren er de globale knudenumre, elementnumre,
understotningsforhold samt flytningsfelt ligeledes angivet.
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Figur 6.8: Principiel opbygning af den kvarte enhedscelle, hvor den stiplede linie viser flytningen af randen.

Opbygningen af modellen er ligesom ved enakset traek parametriseret, sa der kan andres
pa radier, R og r, flytningens sterrelse, V, samt antallet af elementer. Ved denne model
geelder samme betragtninger om aflange elementer samt bestemmelse af spandinger, som
ved modellen for enakset trek. Modellen findes som cd-bilag.

6.4 Bestemmelse af forskydningsmodulen

Ved bestemmelsen af enhedscellens forskydningsmodul, G, antages ligeledes plan spen-
dingstilstand i enhedscellen, og formel (6.1) benyttes til at bestemme systemets knudekraef-
ter.

Ved anvendelse af formel (6.1) bestemmes og summeres reaktionerne, Fy,, 1 knuderne
langs den frie rand. I beregningsmodellen bestemmes reaktionerne i x- og y-retning, hvor-
for disse projeceres ind pa randen. Spandingen o, vinkelret pa den frie rand bestemmes
med formel (6.6).
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o, =—" (6.6)

hvor
Ay er tvarsnitsarealet af den frie rand

Med kendte spandinger pa den frie rand bestemmes forskydningsmodulen, G, for enheds-
cellen ved formel (6.7).

O-xy
G= ~ (6.7)
xy

hvor
Vry er forskydningstejningen

Forskydningsmodulen analyseres for de samme to enhedsceller, som ved bestemmelsen af
elasticitetsmodulen og Poissons forhold. I den folgende gennemgang betragtes enhedscel-
len med en huldiameter pa 8 mm.

Ved at péfere beregningsmodellen en flytning, V, jf. figur 6.8, bestemmes forskydningstoj-
ningen, jy,, ved formel (6.8).

—2an| L
V=2 tan{RJ (6.8)

Ved anvendelse af 14400 elementer og en flytning pd 1 fremkommer folgende resultater.
7y =0,2513
o, =6430,77 MPa

Med resultaterne, samt formel (6.7), bestemmes forskydningsmodulen for enhedscellen.

6430,77
0,2513

=25590 MPa

Benyttes formel (6.4) til bestemmelse af forskydningsmodulen bliver resultatet 17875
MPa, hvilket afviger fra den numeriske model. Resultatet fra den numeriske model anses
for vaerende mest korrekt, idet den normale teori ikke tager hensyn til huller i materialet.
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Beregningerne er for begge enhedsceller foretaget med forskellige inddelinger af elemen-
terne, hvorefter der er foretaget konvergensstudier af beregningsresultaterne. Resultater
samt konvergensstudier er n&ermere beskrevet i afsnit 6.5.

6.5 Konvergensstudie

I dette afsnit foretages et konvergensstudie pa elasticitetsmodulen og Poissons forhold for
enhedscellerne. Dette gores ved at estimere eksakte vaerdier af disse storrelser ud fra veer-
dier fra tre forskellige mesh. Som kilde er [Cook, 2002] anvendt.

Generelt betegnes den betragtede feltstorrelse, @, hvor den relative fejl pa feltstorrelsen
antages at kunne udtrykkes som formel (6.9).

e=ch!=—1—2 (6.9)

c er en problemkonstant

h er en karakteristisk elementlengde

q er konvergensraten

b er feltstorrelsen beregnet i modellen

D, er den konvergerede verdi af feltstorrelsen

Beregnes feltstorrelsen for tre forskellige inddelinger, kan de tre ubekendte, ¢, g og @, 1
(6.9) bestemmes. Idet ¢ og ¢ er konstante for forskellige elementinddelinger, kan ¢ elimine-
res.

_q)l_q)oo _q)2_q)oo

c= (6.10)
q)ao hlq q)ao th
Ved isolation af @, 1 formel (6.10) fas (6.11).
® hq_(D hq ®1_®2(}L1/h2)q
o =—12 21 = (6.11)

@ hzq_hlq 1—(h1/h2)q

Idet den konvergerede vardi enskes konstant, og ved at kraeve samme forhold mellem
elementleengderne, 4, 1 de forskellige inddelinger, kan konvergensraten findes ved (6.12).

In @, -0,
q)z _q)s

in() (6.12)

q:
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hvor
m er forholdet mellem elementleengderne, jf. formel (6.13)

mhy =h, = b, (6.13)
m

Den teoretiske verdi af konvergensraten forventes at have vardien af ordenen pa fejlen pa
den betragtede feltstorrelse. Fejlen pa feltstorrelsen antages en hgjere en ordenen pé selve
feltstorrelsen. Hvis eksempelvis feltsterrelsen er en flytning af ferste orden, vil fejlen vare
af anden orden og den teoretiske konvergensrate er derfor to.

Nar konvergensraten er bestemt kan den eksakte vardi estimeres ved (6.11).

6.5.1 Konvergens af enhedscelle med porgsitet 0,2

Beregningsresultaterne der anvendes til bestemmelsen af elasticitetsmodulen og Poissons
forhold for enhedscellen med porgsitet 0,2, er opstillet i tabel 6.1, hvor tidsforbruget samt
elementlengden ligeledes er angivet. @vrige beregningsresultater findes som cd-bilag.

Antal Antal Elementlengde, Elasticitetsmodul, Poissons Beregningstid
elementer  frihedsgrader h E [MPa] forhold, v [s]

400 2602 0,100 48013,15 0, 34154 3

1600 10002 0,050 48013,18 0, 34161 34

6400 39202 0,025 48013,49 0,34163 615

Tabel 6.1: Beregningsresultater for enhedscellen med porositet 0,2.

For enhedscellen med en porgsitet pa 0,2 anvendes elementlaengden, 4, jf. formel (6.14).

p=R=r (6.14)
4N bred
hvor
R er ydre radius i cirkelskiven
r er indre radius i cirkelskiven

Nired er antallet af elementer 1 bredden

Der veelges et forhold mellem elementleengderne i de forskellige modeller pa m lig 2, som
opnds ved at fordoble antallet af elementer i bredden ved en ny inddeling.
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Elasticitetsmodul

Til bestemmelse af konvergensraten og estimering af den eksakte veardi benyttes resulta-
terne 1 tabel 6.1. Herved bestemmes konvergensraten for elasticitetsmodulen med formel
(6.12).

In 48013,15-48013,18
g = 48013,18-48013,49 )
£ In(2)

=-3,29

Det ses at konvergensraten er negativ, hvilket betyder at modellen giver darligere resultater
jo flere elementer der benyttes. Dette strider imod det forventede og kan umiddelbart for-
klares ved, at nogle elementer i modellen bliver meget aflange ved mange elementer.

Herefter estimeres den eksakte verdi af elasticitetsmodulen med formel (6.11).

o _48013,18-48013,49(2)

=48013 MPa
o 1 (2)—3,29

P& figur 6.9 er den konvergerede vaerdi af elasticitetsmodulen plottet sammen med bereg-
ningsresultater for forskellige inddelinger af enhedscellen. Det fremgar af figuren, at ela-
sticitetsmodulen ikke konvergerer mod den eksakte verdi ved flere elementer, svarende til
en finere inddeling. Problemet kan eksempelvis skyldes numeriske fejl, som opstér ved af-
lange elementer.

4
4.8017 x10
4.8017 -
4.8016 -
4.8015 -
4.8015 -
4.8015 -

4.8014 -

Elasticitetsmodul, E [MPa]

4.8014 -

4.8013 -

4 ) 80 12 L L L L L L L I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Antal elementer

Figur 6.9: Konvergens for elasticitetsmodulen. Linien angiver estimatet pa den eksakte veerdi.
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Pé figur 6.10 er den relative fejl pa elasticitetsmodulen illustreret. Det ses, at de aktuelle
fejl ikke folger den forventede fejl, hvilket stemmer overens med den manglende konver-
gens. Det fremgar ligeledes af figuren, at fejlen er af storrelsesordenen 10 ved 1000 ele-
menter, hvilket antyder, at det ikke er nedvendigt, at lave en meget fin inddeling, idet be-
regningstiden oges kraftigt ved flere elementer, jf. tabel 6.1.

0

10 r
-2

10 r

-4
10 r

Relativ fejl

-6
10 -

-8
10 L I I I Lo
1 2 3 4
10 10 10 10
Antal elementer

Figur 6.10: Relativ fejl pa elasticitetsmodulen. Linien angiver den forventede fejl efter formel (6.9).

Poissons forhold

For Poissons forhold bestemmes pa tilsvarende vis konvergensrate estimatet af den eksakte
veerdi.

0,34161-0,34163

[0,34154—0,34161j

In

= :1,75
o In(2)

©0,34161-0,34163(2)""
1 _ (2)1,75

o0

=0,343

Poissons forhold er illustreret pé figur 6.11, hvor det ses, at resultatet konvergerer mod den
eksakte vaerdi ved cirka 1000 elementer.
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0.342

0.3418 -

0.3416 -

0.3414 .

0.3412

0.341 °

Poissons forhold, v

0.3408 -

0.3406 |,

0-3404 Il Il Il Il J
0 200 400 600 800 1000

Antal elementer

Figur 6.11: Konvergens for Poissons forhold. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.

Den relative fejl pa Poissons forhold er vist pa figur 6.12, hvor de aktuelle fejl er lidt heje-
re end de forventede. Fejlen er af storrelsesordenen 10™* for 1000 elementer, hvorfor der
ikke er behov for en finere inddeling til bestemmelsen af Poissons forhold.

2
10 ¢

-3
10 |

Relativ fejl

-4
10 +

5
lo L L L Lol L L L PR L L L L PEE————
1 2 3 4
10 10 10 10
Antal elementer

Figur 6.12: Relativ fejl pd Poissons forhold. Linien angiver den forventede fejl efter formel (6.9).
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Forskydningsmodul

Beregningsresultaterne der anvendes til bestemmelsen af forskydningsmodulen for enheds-
cellen med poresitet 0,2, er opstillet 1 tabel 6.2, hvor tidsforbruget samt elementleengden
ligeledes er angivet.

Antal Antal Elementlengde, Forskydningsmodul, Beregningstid
elementer  frihedsgrader h G [MPa] [s]

900 5702 0,067 25507,90 12

3600 22202 0,033 25562,96 185

14400 87602 0,017 25589,97 3409

Tabel 6.2: Beregningsresultater for enhedscellen med porpsitet 0,2.

Konvergensraten og den eksakte verdi af forskydningsmodulen estimeres tilsvarende.

25562,96 —25589,97

ln(25507’90 - 25562,96)
- =1,03
T In(2)

| 25562,96-25589,97(2)""

: — — 25616 MPa
1-(2)"

Figur 6.13 illustrerer konvergensen af forskydningsmodulen. Det fremgér af grafen, at for-
skydningsmodulen konvergerer langsomt i forhold til elasticitetsmodulen og Poissons for-
hold.

2.5651

256
2.555
2.5
2545+

254"

2.535 |,

Forskydningsmodul, G [MPa]

2.53r
2.525r

2.525%

2.515 ‘ : :
0 5000 10000 15000

Antal elementer

Figur 6.13: Konvergens for forskydningsmodulen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.
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Fejlen pd forskydningsmodulen er optegnet péd figur 6.14, hvor det ses at de aktuelle fejl
stemmer overens med de forventede. Fejlen pa forskydningsmodulen er steorre end fejlen
pa elasticitetsmodulen og Poissons forhold, hvilket stemmer overens med konvergensen
vist pa figur 6.13. Ved 15000 elementer er fejlen af storrelsesordenen 107, hvorfor det der-
for nedvendigt med en fin inddeling, hvis der skal fremkomme acceptable beregningsresul-
tater.

-1
10 ¢

2
10 r

Relativ fejl

3
10
0 1 2 3 4 5
10 10 10 10 10 10
Antal elementer

Figur 6.14: Relativ fejl pd forskydningsmodulen. Linien angiver den forventede fejl efter formel (6.9).

6.5.2 Konvergens af enhedscelle med porgsitet 0,6

Konvergensstudier for enhedscellen med poresitet 0,6 foretages analogt til afsnit 6.5.1 og
er vedlagt som cd-bilag.
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Kapitel 7 Forsggsresultater for enhedscelle

Til sammenligning af de analytiske og numeriske beregninger er eksperimentelle forsog
udfert pa to enhedsblokke, hvilke er vist pa figur 7.1.

Figur 7.1: Enhedsblokke til bestemmelse af verificering af elasticitetsmodulen.

Forsegselementerne er udformet med dimensionerne 64 x 64 x20 mm med borede huller
med diameter 8 og 14 mm, hvorved poresiteten bliver henholdsvis 0,20 og 0,60. Forsegene
er udfert pa en sddan méde at det ikke er muligt at bestemme Poissons forhold. For for-
sogsbeskrivelse og usikkerheder ved forsegene henvises til forseg 2, hvorfor der i folgende
udelukkende er angivet resultaterne af disse. For forsggselementet med porgsitet 0,2 er re-
sultaterne angivet i tabel 7.1.

Porgsitet 0,2

Elasticitetsmodul, £ 44500 MPa
Signifikansniveau, a 0,05
Konfidensinterval 44006 MPa < E < 45005 MPa
Systematisk fejl, f 1,115-10°
Konfidensinterval 1LI11-10° < f< 1,12-10°
Malinger 276

R’ 1,0

Tabel 7.1: Resultater for proveelement med porasitet 0,20.

Ligeledes er resultaterne for forseg med poresiteten 0,6 angivet i tabel 7.2.

Porgsitet 0,6

Elasticitetsmodul, £ 15247 MPa
Signifikansniveau, a 0,05
Konfidensinterval 15122 MPa < E < 15375 MPa
Systematisk fejl, / 1,73-10°
Konfidensinterval 1,65-10° < < 1,80-10°
Malinger 352

R 0,99

Tabel 7.2: Forsogsresultater for proveelement med porssitet 0,60.
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Kapitel 8 Wurdering af materialekonstanter

I det folgende sammenholdes de analytiske, numeriske og eksperimentelt bestemte materi-
alekonstanter for poresiteten 0,2. P& baggrund af denne sammenligning vurderes det hvilke
materialekonstanter der skal anvendes til beregninger af de porese proveelementer.

Materialekonstanterne for det massive materiale er bestemt 1 forseg 1, hvor resultaterne
forekommer som angivet i tabel 8.1.

Elasticitetsmodul ~ Poissons forhold
EM \%74

Massivt praveelement 78600 MPa 0,313

Tabel 8.1: Elastiske materiale konstanter for massive emner.

I de foregdende kapitler er elasticitetsmodulen beregnet ved forskellige analytiske og nu-
meriske metoder, hvor resultaterne af disse er angivet i tabel 8.2, for porgsiteten 0,2.

Elasticitetsmodul  Poissons forhold

Ep Vp
Gibson Ashby 40243 MPa -
Voigt 62880 MPa 0,313
Reuss Positivt -
Dilute 49125 MPa 0,321
Selvkonsistente 31440 MPa 0,325
Numerisk 48600 MPa 0,343
Eksperimentelt 45000 MPa -

Tabel 8.2: Resultater for estimater af elasticitetsmodulen.

Ved bestemmelse af Poissons forhold er det ikke muligt at beregne denne ud fra eksperi-
mentelle resultater, hvorved det ikke er muligt at sammenholde de analytiske og numeriske
resulter. Grafisk er estimaterne for det relative elasticitetsmodul givet 1 figur 8.1, hvor det
relative elasticitetsmodul er sat op i forhold til porgsiteten.
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——S—— Gibson Ashby
0.9 B
———— Voigt

—>— Reuss

0.8 B
—+— Dilute

—H—— Selwonsistente

0.7F B
Forsgg

Numerisk
0.6 -

0.5F B

Relativt elasticitetsmodul

0.4F R

03} . R

02t . i

0.1r B

o) * * * * * * N3 Fary
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Porgsitet, f

Figur 8.1: Grafisk fremstilling af beregning af elasticitetsmodulen.

Af figur 8.1 fremgar det, at ingen af de beregnede estimater stemmer helt overens med de
eksperimentelle resultater. De analytiske estimater Voigt og Reuss anviser henholdsvis gv-
re- og nedrevardilesninger, hvoraf det kan bemarkes af de numeriske beregnede materiale
konstanter ligger inden for disse. Den selvkonstitutive metode anses for ikke at vare an-
vendelig 1 denne sammenhang, da disse resultater ligger forholdsvis langt vaek fra de eks-
perimentelle og numeriske resultater. Yderligere kan denne metode ikke anvendes ved po-
rositeter over 0,33. Ved lave porgsiteter findes en forholdsvis god sammenha@ng mellem
Gibson Ashby, Dilute, numeriske og eksperimentelle resultater, men sammenhangen bli-
ver dérligere ved stigende porgsitet. P4 baggrund af dette kan det ikke vurderes om det er
Gibson Ashby eller Dilute der giver det bedste estimat. Gibson Ashby den simpleste analy-
tiske metode, men giver intet estimat pa Poissons forhold, hvorfor denne metode ikke kan
benyttes. De numeriske beregninger giver et bedre bud pa materialekonstanterne end dilu-
te, hvorfor resultaterne fra de numeriske resultater benyttes til beregning af de porese pro-
veelementer. Ydermere er det ikke muligt at sammenligne Poissons forhold med eksperi-
mentelle resultater, hvorfor de numeriske materialekonstanter anses at give det mest kor-
rekte resultat.

Til beregning af spendinger og flytninger for de massive og porgse aluminiumsskiver, an-
vendes materialeegenskaberne angivet i tabel 8.3.

Massive elementer Porgse elementer

Elasticitetsmodul, £ 78600 MPa 48000 MPa
Poissons forhold, v 0,313 0,343
Forskydningsmodul, G 29930 MPa 25600 MPa

Tabel 8.3: Elastiske konstanter for cirkelring.
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Ved de numeriske beregninger af de porese aluminiumsskiver anvendes folgende fleksibi-
litetsmatrice, [Cy,2].

(G0 ]=

1 -0,343
48000 MPa 48000 MPa
-0,343 1
48000 MPa 48000 MPa
0 0

0
1

25600 MPa |
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Delindledning

I de folgende kapitler benyttes de, i del II, beregnede materialeparametre til analyse af
henholdsvis massiv og pores cirkelskive, ved anvendelse af forskellige analytiske og nu-
meriske metoder. Den porese cirkelskive antages udfert i et homogent, isotropt, lineerela-
stisk materiale, hvorved den eneste forskel mellem beregninger af massiv og pores cirkel-
skive bliver materialeparametrene.

Cirkelskiven beregnes analytisk ved at benytte kompleks funktionsteori, Ritz metoden og
Fourier-rekker. Ved benyttelse af kompleks funktionsteori og Fourier-reekker fremkommer
et spendingsbillede over cirkelskiven, hvorved disse kan vurderes i forhold til hinanden.
Ritz metoden giver flytningerne pa skiven, samt den potentielle energi.

Numerisk anvendes elementmetoden ved benyttelse af forskellige typer elementer, hvorved
disse kan sammenholdes i forhold til spaending, flytning og potentiel energi. Til hver enkelt
elementtype udferes konvergensstudier, hvorved den relative fejl kan vurderes 1 forhold til
antallet af elementer og tidsforbrug.

Til verificering af de analytiske og numerisk beregninger udferes forseg, hvorved det vur-
deres hvilken metode, der giver det mest pracise bud pa henholdsvis spaendinger og flyt-
ninger.
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Kapitel 9 Kompleks funktionsteori

I dette kapitel opstilles et analytisk udtryk for cirkelskiven. Udtrykket opstilles ved hjaelp
af kompleks funktionsteori for isotrope og line@relastiske materialer, hvor der antages plan
tojningstilstand. Udledningerne af ligningerne er udenfor pensum pa 7. semester og derfor
er det folgende en anvendelse af ligningerne uden udledning. Resultaterne er spandinger,
der skal anvendes til sammenligning med de evrige modeller i rapporten. I det folgende
afsnit er kilden [Thoft-Christensen, 1973].

9.1 Den biharmoniske ligning

Den biharmoniske ligning, (9.1) sammenholder relationerne mellem spandinger og tejnin-
ger for en plan tejningstilstand, hvori kompatibilitetsbetingelsen er overholdt.

o'u , o'U o'U

+2 + =0 9.1
ox* ox*oy’ oyt ©-1)
hvor
U er Airy’s Spendingsfunktion ved:
o’U
O-)C)C = 2
y
U
P
o’U
o, =—
Y Oxoy

Losningen til den biharmoniske ligning er givet ved de komplekse funktioner f og g i for-
mel (9.2), der er spendingsfunktionen for et defineret omrade.

Ulz)=3(z- f(z)+z f(z)+g(z)+g(z)) 9.2)
hvor

z er punktet spendingerne beregnes 1

f(z) er en funktion, der bestemmes pa baggrund af last og geometri

g(z) er en funktion, der bestemmes pa baggrund af last og geometri

f(z) er den kompleks konjugerede til f(z)
gz) er den kompleks konjugerede til g(z)
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9.2 Belastning pa cirkelskiven

I forsegene er cirkelskiven belastet med en linielast fordelt over et lille omréade. I det fol-
gende pafores lasten som en punktlast, jf. figur 9.1.

Y
P
20
X
29
P

Figur 9.1: Kraften P’s placering pd cirkelskiven i forhold til vinklen o.

Kraftens placering er givet ved formel (9.3), hvor a sttes til /2.

? (9.3)

Kraften er i dette udtryk en enkeltkraft, og derfor optreeder der lokalt meget storre spaen-
dinger end ved en kraft fordelt over et omrade. Derfor skal beregnede spendinger ved kraf-
tens angrebspunkt tages med forbehold.

Spendingerne beregnes i et punkt givet ved formel (9.4) og funktionerne f{z) og g(z), der
skal anvendes til bestemmelse af spaendingstilstanden er givet ved formel (9.5).

z=R-&-€" (9.4)
hvor

¢ er et tal mellem 0 og 1

0 er vinklen til punktet i forhold til x-aksen
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(9.5)

Disse ligninger anvendes til at bestemmes spandingerne i skiven.

9.3 Bestemmelse af spaendingstilstanden

Ud fra den biharmoniske ligning (9.1) og lgsningen til denne (9.2), kan (9.6) og (9.7) op-
stilles.

o +a,=2(1"(z)+ f(2)) 9.6)

O,y +Uxx—i20_x,v =2(gf”(z)+g"(z)) (9-7)

Fortegnsretninger for (9.6) og (9.7) er skitseret for cirkelskiven pa figur 9.2.

y
P Oyy
/////,’7‘\\\\ ——— ny
e
GXX %
U cSXX
X
ny *
Oyy
P

Figur 9.2: Fortegnsretning for speendinger.

Den komplekse del udgér af formel (9.6), idet det komplekse tal f’(z) adderes med den
konjugerede. Forskydningsspandingerne beregnes af den imaginare del af (9.7) mens den
reelle del af (9.6) og (9.7) anvendes til bestemmelse af normalspandingerne.
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Losningen til formel (9.6) og (9.7) er angivet i formel (9.8), (9.9) og (9.10).

P-(&M -1

o2 D ©8)

A C
P(&-1) p
{= L= 9.9

B

O, t= C (9.10)

hvor
t er tykkelsen af cirkelskiven

A=7r-R-(4~§2-cos(:9)2+1—2~§2+§4)
B=16-(—§4+2~§4-cos(0)2+2~§2—2-§2-cos(9)2—1)-Sin(9)-P~cos(6’)-§2

c R 1+§8—4-§6+8-§6'COS(9)2+8-§2'COS(9)2
=7 .
—4-§2+6-§4—16-54-005(6’)2+16-§4-cos(6’)4

D2 8-§6-cos(«9)4—8-56-cos(9)2+§6—8-§4-cos(9)4 P
B +12'§4-cos(9)2—3'54—4-§2~cos(0)2+3-§2—1

For enhver vinkel og radius kan spandingerne nu beregnes. Til et senere sammenlignings-

grundlag indsattes kraften 30 kN og pa figur 9.3 og figur 9.4 er normalspandingerne op-
tegnet, med de pa figur 9.2 viste fortegnsretninger.

WP
a0 .

70
B0
a0

E

£ 40
30
20

10

1} 2 : : A
0 20 40 B0 80
[rnin]

Figur 9.3: Normalspeendinger i x-retning.
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MPa
70-
B0-
50- I
E an-
£ 15
an-
-20
20-
10- -25
D - I . v 1
0 20 40 B0 Bl

i
[rrirm]

[y

Figur 9.4: Normalspeendinger i y-aksen.

Til kontrol af de analytiske udtryk kan de polare spendinger anvendes. Pa den ydre rand
er bade 0,9 og 0, lig 0 pa ner 1 lastens angrebspunkt. Retningerne for de polare spandin-

ger er defineret pd figur 9.5. De polere spaendinger o,9 0g g, er vist pa henholdsvis figur
9.5 og figur 9.6.

-1
-2
-3
4
-5
-5
-7
-5
-3
0 20 40 G0 80
[men]
Figur 9.5: Polere forskydningsspeendinger o,s.

&0 WPa
4

70
2

60
0

a0

S0 =
30 o
20 b

—
o
[ax]

D g -
] 20 40 B0 &0
[rnrn]

Figur 9.6: Polere normalspeendinger i radicer retning.
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Spendingerne er 0 pa hele randen pd ner punktet, hvor lasten rammer cirkelskiven, jf.
figur 9.5 og figur 9.6. Endvidere er g,, for vinklen 0 ens med o, og for vinklen 7/2 er o,
ens med o,,. Herved kan det konstateres, at spendingsfelterne er korrekte og de kan an-
vendes til sammenligning med FEM beregninger og forseg.

Til sammenligning med de ovrige modeller bestemmes verdien af normal og forskyd-
ningsspandingerne i tre punkter. Placeringen af punkterne er vist pa figur 9.7.

39,5mm

YN,

, 39,5mm

Figur 9.7: Placering af sammenligningspunkter.

Til sammenligningen sattes lasten til 30 kN. og verdierne af spandingerne er angivet i
tabel 9.1.

Punkt O [ [

1 -0,7 -6,4 3,7
2 6,0 -18,1 0,0
3 6,0 -26,1 0,0

Tabel 9.1: Speendingen i MPa for en last pd 30 kN.
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Kapitel 10 Fourier-reekker

I det folgende afsnit benyttes en Fourier-udvikling af Airy’s sp@ndingsfunktion til en ana-
lytisk beregning af spandinger i1 en cirkelskive belastet af to punktlaster. Udledningerne af
ligningerne er udenfor pensum pé 7. semester, hvorfor baggrunden for beregningerne ikke
gennemgds. Afsnittet er skrevet 1 henhold til [Kohl, 1930].

10.1 Spandingsberegning ved Fourier-raekker

Spendingstilstanden 1 en cirkelskive kan beskrives ved en Fourier-udvikling af Airy’s
spaendingsfunktion (10.1) geldende for en vilkérlig ligevagtsbetingelse.

szr2 +br3cos(6’)+dr35in(t9)+

© © (10.1)
Z(a r"+b " )cos (n6)+ Z(cnr” +d " )Sin (n0)
n= n=2
hvor
Oogr er polere koordinater til et vilkarligt punkt i skiven, 0 <r <1
a, b, cogd er konstanter der defineres ud fra randbetingelser
n er et helt tal der antager verdier fra 2 til oo

Normalspaendingen i henholdsvis radier og tangentiel retning bestemmes ved fomel (10.2)
og (10.3).

_1&F 10F
o. —_—
S 8(92 r or
=2b,+2brcos(6)+ i[n(l —n)a,r"” + (n +2 —nz)bnr”]cos(né’) (10.2)
n=2
+2d,r sin(6 +Zw:[ 1-n) (n+2 n )d ]sin(né?)
O’F
O = or’

=2b, +6b,rcos(0)+ Z[n (n=1)a,r"? +(n+2)(n+ l)bnr”}cos(né’) (10.3)

+6d,r sin(0) + i[n (n=1)c,r"?+(n+2)(n+ l)dnr"]sin (n0)

2
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Forskydningsspandingen i polare koordinater bestemmes ved (10.4).

- __Q(lﬁ_Fj
o or\roe

=2brsin(0)+ i[n (n=1)a,r"?+n(n+ l)bnr”]sin (n8) (10.4)

n=2

—2d,rcos(0) - i[n (n=1)c,r" +n(n+ l)dnr”}sin (n0)

n=2

Metoden hvorpé spaendingerne bestemmes gor sig geldende for en cirkelskive belastet af
to punktlaster 1 det vandrette felt, jf. figur 10.1.

Figur 10.1: Venstre figur viser en cirkelskive belastet af to ens punktlaster symmetrisk placeret og figuren til

hajre viser punktlasterne virkende som spcendinger.

Kreefterne der belaster cirkelskiven kan betragtes som en spaending virkende over et areal,
saledes kraften skrives ved formel (10.5).

P:;—; (10.5)

Belastningen pé randen i radier og tangentiel retning udvikles med en Fourierrekke givet
ved formel (10.6) og (10.7).

o, =?+§1An cos(n6) (10.6)
T, = iBn sin(no) (10.7)

n=1

hvor
A4,, A, 0og B, erkonstanter der atha&nger af randbetingelser
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Konstanterne 4, og B, bestemmes ved formel (10.8) og (10.9)

2 ex
A, :;IO Op cos(n@)d@ (10.8)

2
B, =;j0 7, sin(n6)do (10.9)

Antages ¢ at gd mod nul og forudsattes randbetingelser i formel (10.10) for spandingen pa
randen, kan alle konstanter bestemmes.

P
Oy=5 T=0 for 0<0<é og m-c<O<rx (10.10)

0,=0, 7,=0 for e<O<m—-¢

Spendingerne beregnes ved formel (10.11), (10.12) og (10.13). Der henvises til [Kohl,
1930] for gennemgang af beregninger.

v=1

”Rt{ i 2 )ﬂcos(Zv@)} (10.11)

v+(v+l cos(2v0 10.12
ggm{zl[ ) Jeos(200) 10.12)
_ 2P 2v 2

O _E [ V+vr Jsm(ZvH) (10.13)
hvor

R er den reelle radius af cirkelskiven

t er skivens tykkelse

v er en variabel der antager en verdi fra 1 til oo

For at sammenligne med andre analytiske, numeriske og mélte veerdier omregnes de pola-
re spendinger til kartesiske spandinger. Dette gores ved formel (10.14), (10.15) og (10.16)
[Foley, 2004].

o, = P ;099 + 9 20'99 cos (29) —0,,Sin (20) (10.14)
o, =2 ;% i ;% cos(20)+ o, sin (20) (10.15)
o, :%Sin(29)+q9 cos (20) (10.16)
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Til spendingsberegning benyttes en kraft pd -30 kN og en radius pd 79 mm.

P4 figur 10.2 er spendingsfordelingen oy, G,y 0g Oxy plottet for den kvarte cirkelskive for
lasten angribende vertikalt.

Sigma x

Sigma y

O 1 20 3 40 50 60 70 80 O 1@ 2 3/ 40 51 60 70 80
[rrim] [rrn]

Slgrma 1y

010 20 30 40 ED 6D 70 &0
[mm]

Figur 10.2: Speendingsfordeling o, 0,, 0g oy, for 500 led i reekkerne.

Af figur 10.2 fremgér, at spendingen er nul pa randen undtagen der hvor lasten pafores,
hvilket stemmer overens med det forventede.

Spandingerne beregnet ved kontrolpunkterne ses i tabel 10.1.

Punkt Oy Oy Oxy

1 -0,8 -6,4 3.8
2 6,0 -18,1 0,0
3 6,0  -26,2 0,0

Tabel 10.1: Speendingen i MPa for en last pa 30 kN.

Herudover kan spandingsvariationen sammenlignes med spandingsvariationen bestemt i
kapitel 9, hvor der er der god overensstemmelse, jf. figur 10.3.
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Sigrna v WPa Sigma y MPa

0 20 40 £D a0 0 20 40 B0 80
[mm] [mm]

Figur 10.3: Speendingsvariationen i y-retningen beregnet ved kompleksfunktionsteori og Fourier-rcekker.

P& baggrund af spendingsvariationerne 1 figur 10.3 konkluderes at metoderne for kom-
pleksfunktionsteori om Fourier-raekker stemmer overens. Derfor vurderes spendingsfelter-
ne at vaere korrekte og kan benyttes til sammenligning med FEM-beregninger.
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Kapitel 11 Ritz metoden for massiv cirkel-
skive

I det folgende benyttes Ritz metoden, der er en analytisk metode, til bestemmelse af et til-
narmet flytningsfelt for cirkelskiven. Ritz metoden benytter potentielenergi ved anvendel-
se af flytningsfelter, der er givet ved ét analytisk udtryk for hele randen af legemet. Der
gattes pa forskellige flytningsfelter, og det bedste gaet er gattet med den mindste potentiel-
le energi.

11.1 Generel fremgang for Ritz metoden

I det folgende betragtes kun den kvarte cirkelskive, hvorved de kinematiske krav til pro-
blemstillingen er givet ved, at cirkelskiven skal henge sammen over akserne. Kravet svarer
til det statiske system, der er skitseret pa figur 11.1. Problemet kunne ligeledes opskrives
for den halve eller hele cirkelskiven, hvilket giver de samme losninger.

!
+

2P

s = X

R

Figur 11.1: Statisk system for den kvarte cirkelskive.

Den potentielle energi er givet ved formel (11.1), hvor der er set bort fra massekrafter.

1 1
HP(”)ZEIV{g}T [D]{z}dV ——P-u,(0.R) (11.1)
hvor
[D] er det konstitutive forhold
{e} er tgjningerne
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P er belastningen

u, (0,R)er flytningen i kraftens angrebspunkt

Det konstitutive forhold er givet ved formel (11.2).

P 1 v 0
[D]- [ j v10
1-v
0 0 i(1-v)
hvor
E er elastitetsmodulen
% er Poissons forhold

(11.2)

I det folgende gaettes pd flytningsfelter givet ved (11.3) og (11.4). Disse gaet velges séaledes
randbetingelserne overholdes. Et eksempel pa en randbetingelse, der ikke er overholdt er
hvis funktionen er lig en konstant. Dette er ikke muligt idet u.(0,0)=konstant ikke overhol-

der randbetingelserne.

u, (X,y)

u, (x,)

(11.3)

(11.4)

Sammenhangen mellem tejninger og flytninger er givet ved formel (11.5), (11.6) og (11.7)

(11.5)
(11.6)
(11.7)

I v 0 -

v 1 0 g, dV

0 0 L(1-v)||2e, (11.8)
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Ved omskrivning af formel (11.8) til polere koordinater haves (11.9).

1 2R v 0 &,
I :E(l : ZJJ‘J.{(C;“ E ngy} v 1 0 &y t-r-dr-df
-V 00 0 O %(I_V) 28}9) (119)
1
—5Pu,(5.R)

Den potentielle energi kan bestemmes som funktion af konstanterne (a; b;) 1 flytningslig-
ningerne (11.3) og (11.4). Den mindste energi findes ved at satte variationen af 77, lig 0 i
forhold til hver enkelt ubekendt konstant i formel (11.3) og (11.4). Ligninger skrives pa
matriceform, idet de ubekendte konstanter kun indgar i ferste orden, og lesningen findes af
formel (11.10).

a, a,
[A]{ " 1={P} < | l=[4]'{P} (11.10)
bO bO
hvor
[4] er koefficientmatricen.
{P} er lastvektoren.

Ved indsettelse af konstanterne i udtrykket for den potentielle energi kan denne beregnes.
I det folgende afsnit er der givet et eksempel pé ovenstdende fremgangsmetode til bestem-
melse af den potentielle energi.

11.2 Eksempel pa flytningsfelt
I det folgende geaettes pé et flytningsfelt givet ved (11.11) og (11.12).

u =0 (11.11)

X

u, =b -y  +b,-y* +b-y° (11.12)

Ved anvendelse af formel (11.5), (11.6) og (11.7) pa flytningsfelterne bestemmes tgjnin-
gerne.
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a(bl-y2+b2‘y4+b3~y6)

&, = > =2b-y+4b,-y' +6b,-y" =0
o(b,-y>+b,-y*+b,-y°

gr=1i~0+(1y )Y 3y)=0

o2 oy Ox

Tojningsvektoren er givet ved formel (11.13).

0

{€} =42b,- y+4b, -y’ +6b, -y’ (11.13)
0

Til beregning af integralet i polare koordinater omskrives formel (11.13) til (11.14).

0
{e}=42b,-r-sin(6)+4b,-r’ -Sin(¢9)3 +6b, -7 -Sin(49)5 (11.14)
0

Dette udtryk indsettes i (11.9), hvorved den potentielle energi beregnes ved (11.15).

( 2)“3(2 b, -r-sin(0)+4-b,-r’ sm(é’) +6-b,-1° szn(e)s)z.
0 (11.15)

r-dr-dH—E-P-(bl-R2+b2-R4+b3-R6)

Ved integration haves en ligning med konstanterne fra flytningsfeltet som ubekendte. Ved
at sztte variationen af 77, lig med 0, med hensyn til hver enkelt konstant, kan den mindste
energi bestemmes for et flytningsfelt.

I det konkrete tilfaelde er matricen givet ved formel (11.16), hvor R er radius.

5-R* 5-R° 4,6875-R* | (b, ~-R*-P
_ZE”I 5-R° 6,25-R*  6,5625-R" |{b,;=<—R*-P (11.16)
Y 746875 R 6,5625-R" 7,383-R? ||b,| |-R°-P

87



Del III — Cirkelskive

Konstanterne {b} bestemmes ved formel (11.16) til (11.17).

1075
p(v 1) 2,04-10

{b}=———=| 4,36-10” (11.17)
£ lags10m

Ved indsattelse af disse konstanter i ligningen for den potentielle energi kan energien be-
regnes. For de aktuelle vaerdier af konstanterne er den potentielle energi /7, lig -91,3.

11.3 Resultater

En razkke gt pa funktionerne u(x,y) og u,(x,y) er angivet i tabel 11.1.

Geet  uy (X,y) uy (X,y) 11,

o by +b, -yt +by-y° 913
20 by’ +by ¥ by 4b, 0y 913
30 b -y +b,-y*+b- v +b, -y +b, " 946
40 by’ +by y by by by b yE 94,6
5 a,-x+a, x’ b -y +b,-y*+b,-y°+b,- " 99,0
6 a,-x+a, x’ b -y +b, -y ' +b, -y -x+b,-y* -159,2
7 a-x+a, x +a, x> by +b -y +b -y +b, v +b- v X +b -y x 1493

Tabel 11.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Forud for resultaterne i tabel 11.1 er der foretaget en analyse af blandt andet konsekvensen
af geet pa lige og ulige potenser. Denne analyse viser, at lige potenser og ulige potenser pa
henholdsvis u.(x,y) og u,(x,y) giver losninger, der ikke er mulige, cd-bilag.
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Udbgjningerne er skitseret pad figur 11.2, hvor nogle af gettene er undladt, da de stort set er
sammenfaldende.

100

udeformeret
geet 1
geet 4
geet 5
80r ——geet 6
—geet7

[mm]

0 Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

[mm]

Figur 11.2: Udbagjning skaleret 1000 gange.

Gt 6, der har vasentlig mindre energi end de ovrige gat viser sig at have et knak op af x-
aksen. Dette opfylder til dels ikke randbetingelserne for en linielast, men for en punktlast
er det muligt at have et knek. Det ma derfor forventes, at den potentielle energi for cirkel-
skiven med punktlaster giver mindre energi end for linielaster. Til sammenligning med de
ovrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 11.2.

Geet: u, (48,0) v, (0,48)

0 -0,0052
0 -0,0052
0 -0,0052
0 -0,0052

0,0023 -0,0057
0,0023 -0,0061
0,0024 -0,0058

~N N L kAW N~

Tabel 11.2: Udbajningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 12 Ritz metoden for porgs cirkelskive

Teorien for Ritz-metoden er gennemgdet i kapitel 11, hvorfor der 1 det folgende kun angi-
ves resultaterne for den porese cirkelskive.

12.1 Resultater
De bedste gaet af funktionerne u.(x,y) og u,(x,y) er angivet i tabel 12.1, cd-bilag.

Gaet  u, (x.y) uy (X,y) I,

oo by +byy' by )" 1463
20 by +by y by b,y 1463
3 0 b -y>+b, -y +b,-y°+b, -y +b, - y" 1515
4 0 b -y +b,-y*+b,-y°+b, -y +b, -y +b, -y 1515
5 a-x+a,-x by +b,-y*+b,-y°+b,-* 1613
6 a -x+a, x’ b -y +b,-y*+b,-y"-x+b,-y* 2604
7 a x+a, X +a;- x> by +b, -y +b -y +b, Y +b -y xP+b, -y x 2444

Tabel 12.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Udbgjningerne er skitseret pa figur 12.1, hvor nogle af gaettene er undladt, da de stort set er
sammenfaldende.

100 -

udeformeret

geet 1

geet 4

geet 5
—geetb
——geet 7

[mm]

1 1 1 1
0 0 20 30 40 5 60 70 80 9 100
[mm]

Figur 12.1: Udbgjning skaleret 1000 gange.
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Det viser sig at konklusionerne fra den massive cirkelskive ligeledes gor sig geeldende for
den porese cirkelskive, da det eneste der er @ndret er elasticitetsmodulen. Til sammenlig-
ning med de ovrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 12.2.

u, (0,48)

Geet: uy (48,0)
1 0

2 0

3 0

4 0

5 0,0040

6 0,0042

7 0,0041

-0,0081
-0,0081
-0,0082
-0,0081
-0,0093
-0,010

-0,0093

Tabel 12.2: Udbajningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 13 Numeriske modeller af cirkelskive

I dette afsnit opstilles numeriske modeller for cirkelskiven, hvorfra der bestemmes span-
dinger, flytninger og potentiel energi, som sammenlignes for de forskellige modeller. De
modeller, der anvendes er:

e Model Q4s bestdende af CST-elementer (Constant Strain Triangles) og isoparame-
triske firkantselementer med henholdsvis tre og fire knuder, hvor flytningerne af si-
derne mellem knuderne beskrives ved ferstegradspolynomier.

e Model Q8s bestdende af LST-elementer (Linear Strain Triangles) og isoparametriske
firkantselementer med henholdsvis seks og otte knuder, hvor flytningerne af siderne
mellem knuderne beskrives ved andengradspolynomier.

e Model LSTs bestdende af LST-elementer.

e Model SHEs bestaende af speendingshydride Q4 elementer og CST elementer.

I alle modellerne er der to frihedsgrader 1 hver knude. Desuden er alle modeller parametri-
seret sa der kan @ndres pa lasten, P, radius, R, elasticitetsmodul, £, Poissons forhold, v,
samt antallet af elementer 1 radier retning. Den generelle FEM teori er beskrevet 1 bilag C.
Alle modeller findes som cd-bilag.

13.1 Opbygning af model Q4s

Model Q4s er opbygget af trekanter og firkanter som vist pd figur 13.1, hvor det bemerkes
at trekanterne kun anvendes 1 den inderste cirkelring. Safremt der anvendes firkanter i den
inderste ring, vil to knuder i hvert element veere sammenfaldende i centrum, hvilket kan
skabe problemer under beregningerne, da elementet derved fir en anden form end forudsat
i elementopbygningen.
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16

$>Cl9 @

12

[
[oe]
—
N
—_
—_

]

et

Figur 13.1: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model Q4s.

Den principielle opbygning er vist i figur 13.1 for en opbygning af den kvarte cirkelbue
med fire elementer i radier retning, hvor de globale knudenumre er angivet. Desuden er
nummereringen af elementerne vist. For trekanterne er elementnummeret angivet i en tre-
kant og for firkanterne i en firkant.

For firkanterne anvendes fire Gauss-punkter ved bestemmelse af flytninger og spaendinger.
Ved bestemmelse af spendingerne beregnes disse, sd de er sammenfaldende med knuder-
ne, hvorved der opnas en jevn afbildning af spandingerne. For trekanterne bestemmes
spendingerne 1 €t punkt, hvorved der ikke opstdr variation i spandingen henover elemen-
tet.

Afstanden mellem de enkelte cirkelbuer er konstant, hvilket kan betyde, at nogle af ele-
menterne vil blive lange “rektangler”, iseer nar der anvendes mange elementer for at til-
narme de rette linier til en cirkelbue, eller hvis forholdet mellem elementer i1 radier og
tangentiel retning veelges uhensigtsmassigt. Hvis “rektanglerne” bliver meget aflange, kan
resultaterne fra beregningen indeholde fejl. Grunden hertil er, at alle elementer skal trans-
formeres tilbage til det oprindelige koordinatsystem fra et dimensionslest koordinatsystem
(&), bilag D, og hvis de deformerede elementer er aflange, bliver tiln@rmelsen ved trans-
formationen for darlig.

Da elementerne i denne model kun kan deformeres line@rt, kan der forekomme problemer
ved eksempelvis bgjning, hvor der skal mange elementer til for at komme frem til en kor-
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rekt losning. I stedet er det muligt at anvende elementer, der kan deformeres efter anden-
gradspolynomier. Denne type elementer anvendes i model Q8s, jf. afsnit 13.2.

13.2 Opbygning af model Q8s

Model Q8s er opbygget af trekanter og firkanter, som ved Q4s modellen. Eneste forskel er
at der er seks knuder i trekanterne og otte knuder 1 firkanterne, hvorved denne model er
bedre til at modellere bgjning.

13.3 Opbygning af model LSTs

Denne model opbygges udelukkende af LST-trekanter. Den principielle opbygning er vist
pa figur 13.2, mens knudenummerering er vist for et udsnit af den kvarte cirkelskive pa
figur 13.3.

<
—

28
27

20 1

26

25

19 13

14
24

11
17
12
23 16

6
9 10
22/ 45 4

X5 X555

Figur 13.2: Princip for elementopbygning og elementnummerering for model LSTs.

NVARVARARVAR ARV
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Figur 13.3: Knudenummerering for udsnit af kvart cirkelskive.

I denne model valges antallet af elementer i tangentiel retning og antallet af elementer 1
radizr retning bestemmes som

2N

elem,bred = elem,cirk -

1

13.4 Opbygning af model SHEs

Denne model er opbygget af spendingshybride Q4 elementer og CST elementer, hvor mo-
dellen rent opbygningsmassigt er identisk med den vist pa figur 13.1, hvor det bemerkes,
at trekanterne kun anvendes 1 den inderste cirkelring for at samle skiven. Som tidligere
naevnt kan Q4 elementerne samles i den inderste del, hvilket imidlertid ikke benyttes, da
det kan skabe numeriske beregningsfejl, da elementet derved far en anden form end forud-
sat i elementopbygningen.

Ved det spendingshybride Q4 element anvendes fire og otte Gauss-punkter pa henholdsvis
arealet og randen ved bestemmelse af flytninger og spandinger. Ved bestemmelse af spaen-
dingerne beregnes disse, s de er sammenfaldende med knuderne, hvorved der opnas en
jeevn afbildning af speendingerne. Trekanterne beregnes som tidligere.

Fordelen ved at bruge spandingshybride elementer, i forhold til almindelige elementer
bygget pa potentielenergi, er, at de teoretisk burde modellere mere fleksible systemer sam-
tidig med, at spaendingerne konvergerer hurtigere. Teorien er behandlet i bilag E.

13.5 Konvergensstudie af cirkelskive

I dette afsnit foretages et konvergensstudie pa flytninger og spaendinger i skivemodellerne.
Dette gores ved at estimere eksakte vaerdier af disse sterrelser ud fra verdier fra tre for-
skellige mesh. Teorien er beskrevet 1 kapitel 6.5.
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13.5.1 Konvergens af Q4s-model

For Q4s-modellen anvendes elementlengden givet ved formel (13.1).

h=R7 (13.1)
4 N cirk
hvor
R er ydre radius i cirkelskiven

Neirk er antallet af elementer i cirkelbuen

Der vaelges et forhold mellem elementleengderne i de forskellige modeller pa to, som opnés
ved at fordoble antallet af elementer 1 tangentiel retning ved et nyt mesh. De flytninger og
spendinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.1, bestemmes i punktet
(x,»)=(0,39.5), jf. figur 13.4 for en belastning pa den kvarte cirkelskive pa 15 kN.

v

15 kN

(0, 39.5)
Fip

1

Figur 13.4: Belastning og beregningspunkt for konvergensstudie.

Antal Antal Elementlangde Flytning Spanding Beregningstid
elementer frihedsgrader u, [pm] o, [MPa] [s]

1024 2114 1,94 -11,2629 -25,5 3

4096 8322 0,97 -11,2612 -25.8 44

16384 33026 0,48 -11,2608 -26,0 737

Tabel 13.1: Veerdier til estimering af eksakte veerdier.
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Med vardierne i tabel 13.1 bestemmes konvergensraten for flytningen.

ln(—11,2629+11,2612j
.- ~11,2612+11,2608 201
1n(2)

Den teoretiske konvergensrate for flytningen 1 Q4-elementerne er to, idet fejlen pa flytnin-
gen forventes at vaere af 2. orden. Dette stemmer meget godt overens med den fundne veer-
di.

Herefter estimeres den eksakte verdi.

L ~11,2612 +11,2608(2)""
X,00 1_(2)2,01

=—11,2607 um

Pé figur 13.5 ses, at flytningen konvergerer mod den eksakte vaerdi ved flere elementer,
svarende til et finere mesh, og allerede ved 1000 elementer ligger den beregnede verdi
meget tet pa den eksakte.

-11.1¢
-11.15+
-11.2¢
-11.25+

-11.3¢ -

u [um]

-11.35-
114t

-11.457

-11.5

0 500 1000 1500 2000
Antal elementer

Figur 13.5: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.

Pa figur 13.6 ses den relative fejl pa flytningen. Det ses, at fejlen er 1%o ved cirka 200 ele-
menter, og ved 2000 elementer er fejlen cirka 0,1%o, s& med hensyn til flytningen er det
uhensigtsmaessigt at lave alt for fin inddeling, idet beregningstiden oges kraftigt ved flere
elementer, jf. tabel 13.1.
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-1
10

-2
10

Relativ fejl
|_\
O|
w

-4
10

5
10
0 5
10 10
Antal elementer

Figur 13.6: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.

For spendingerne findes pé tilsvarende made konvergensrate og en eksakt vardi estimeres.

1n(—25,5+25,8j
_ -25,8+26 ~0.89

1o In(2)

Den teoretiske konvergensrate for spendingen i Q4-elementerne er 1, idet fejlen pa spaen-
dingen forventes at vere af 1. orden. Dette stemmer overens med den fundne verdi.

0,89
o =284260) 6o mpa
s 1 _ (2) ,

Pa figur 13.7 ses, at spandingen konvergerer mod den eksakte vaerdi, imidlertid noget
langsommere end flytningen, hvilket konvergensraten ligeledes siger. Desuden ses pé figur
13.8, at fejlen pa spandingerne er 1% ved cirka 10000 elementer, og det krever lang be-
regningstid at minimere denne fejl yderligere, jf. tabel 13.1.
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_22 -

-23+t

241

-25

o [MPa]

-26+

27+

_28 L L L L |
0 2000 4000 6000 8000 10000

Antal elementer

Figur 13.7: Konvergens for speendingen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.
10
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Figur 13.8: Relativ fejl pd spcendingen. Linien angiver den forventede fejl.

13.5.2 Konvergens af Q8s-model

For Q8s-modellen anvendes samme elementleengde som i Q4s-modellen, jf. formel (13.1).

Der velges ogsa her et forhold mellem elementleengderne i de forskellige modeller pé to.
De flytninger og sp@ndinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.2, bestemmes 1
punktet (x,y)=(0,39.5) for en belastning pa den kvarte cirkelskive pa 15 kN.
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Antal Antal Elementlangde Flytning Spanding Beregningstid
elementer frihedsgrader u, [um] o, [MPa] [s]

256 1602 3,88 -11,26059 -26,15 1,6

1024 6274 1,94 -11,26063 -26,17 17

4096 24834 0,97 -11,26066 -26,18 282

Tabel 13.2: Veerdier til estimering af eksakte veerdier.

Med vardierne i tabel 13.2 bestemmes konvergensraten for flytningen.

-11,26063+11,26066

ln[—l 1,26059 +11, 26063j
= = 0,1
O In(2)

Den teoretiske konvergensrate for flytningen 1 Q8-elementerne er tre, idet fejlen pa flyt-
ningen forventes at vaere af 3. orden. Denne fundne konvergensrate er meget mindre end
forventet, og betyder derfor, at flytningen konvergerer langsomt nér antallet af elementer
oges. Men det ses pa figur 13.9, at med fa elementer, ligger resultaterne tet pa den eksakte
verdi, der estimeres.

1126063 +1 1,26066(2)"
X,00 1_ (2)0,1

=—11,2612 um

Dette ses ligeledes pa figur 13.10, hvor fejlen er nasten konstant lig 0,1%o fra 50 elemen-
ter.

-11.1¢

-11.15°
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-11.25¢

= -11.3¢
-11.35+
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-11.45¢

-11.5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000

Antal elementer

Figur 13.9: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.
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Figur 13.10: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.

For spendingerne findes pé tilsvarende made konvergensrate, og en eksakt vardi estime-

Ies.

—-26,17+26,18

(—26,15+26,17j

In

=1,5
ln(2)

- b

4, =

Den teoretiske konvergensrate for spendingen 1 Q8-elementerne er to, idet fejlen pa span-
dingen forventes at vare af 2. orden. Dette stemmer ikke helt overens med den fundne

veerdi.

~26,17+26,18(2)"
G, = - =-26,19 MPa
1-(2)

Pa figur 13.11 ses at spendingen konvergerer mod den eksakte verdi. Desuden ses pa figur
13.12, at fejlen pd spaendingerne er 1%o ved cirka 1000 elementer.
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Figur 13.11: Konvergens for speendingen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.
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Figur 13.12: Relativ fejl pd speendingen. Linien angiver den forventede fejl.

13.5.3 Konvergens af LSTs-model

For LSTs-modellen anvendes ligeledes elementleengden givet ved formel (13.1).

Der vaelges et forhold mellem elementleengderne 1 de forskellige modeller pa to, som opnés
ved at fordoble antallet af elementer i tangentiel retning ved et nyt mesh. De flytninger og
spendinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.3, bestemmes i1 punktet
(x,»)=(0,39.5) for en belastning pa den kvarte cirkelskive pd 15 kN, da der i dette punkt

kan sammenlignes med forsegsresultaterne.
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Antal Antal Elementleengde  Flytning Spanding  Beregningstid
elementer  frihedsgrader u, [um] o, [MPa] [s]

496 2082 3,88 -11,2629 -25,31 2

2016 8258 1,94 -11,2611 -25,74 30

8128 32898 0,97 -11,2607 -25,97 433

Tabel 13.3: Veerdier til estimering af eksakte veerdier. Veerdierne er beregnet pd samme maskine.

Der er foretaget tre beregninger til bestemmelse af konvergensraten og estimering af den
eksakte vaerdi. Herved bliver konvergensraten for flytningen.

-11,2611+11,2607
In(2)

(—11,2629+11,2611)
In
=2.4

9, =

Den teoretiske konvergensrate for flytningen i LST-elementerne er tre, idet fejlen pé flyt-

ningen forventes at vere af 3. orden, hvilket ikke stemmer helt overens med den fundne
veerdi.

Herefter estimeres den eksakte veerdi til

 —11,26294m+11,2611m(2)"*
1-(2)"

X,00

=—11,2606m

Pé figur 13.13 ses, at flytningen konvergerer mod den eksakte verdi ved flere elementer,

svarende til et finere mesh, og allerede ved 1000 elementer ligger den beregnede vaerdi
meget tet pa den eksakte.
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Figur 13.13: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.

Pa figur 13.13 ses den relative fejl pd flytningen. Det ses, at fejlen er 1%o ved cirka 100
elementer og ved 1000 elementer er fejlen cirka 0,1%.. Med hensyn til flytningen er det
uhensigtsmaessigt at lave alt for fin inddeling, idet beregningstiden oges kraftigt ved flere
elementer, jf. tabel 13.3.
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Figur 13.14: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.
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For sp@ndingerne findes pé tilsvarende made konvergensrate og en eksakt verdi estimeres.

1n(—25,31+25,74j
_(-25,74+25,97 0,07

1= In(2)

Den teoretiske konvergensrate for spandingen i LST-elementerne er to, idet fejlen pa
spendingen forventes at vaere af 2. orden. Dette stemmer ikke overens med den fundne
veerdi, og spendingen konvergerer derfor langsommere end forventet.

-25,31+25,74(2)"”

G Ok =-26,2 MPa

Pé figur 6.11 ses at spaendingen konvergerer mod den eksakte vardi, men noget langsom-
mere end flytningen, hvilket konvergensraten ligeledes antyder. Desuden ses pa figur 6.12,
at fejlen pa spaendingerne er 1% ved cirka 5000 elementer, og det kraever lang beregnings-
tid at minimere denne fejl yderligere, jf. tabel 13.3.

22
-23¢
24l

25|

o [MPa]

-26 ¢ * ® .

27+

_28 I I I I |
0 2000 4000 6000 8000 10000

Antal elementer

Figur 13.15: Konvergens for speendingen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.
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Figur 13.16: Relativ fejl pd speendingen. Linien angiver den forventede fejl.

13.54 Konvergens af spaendingshybrid element

For modellen opbygget af spandingshybride Q4 elementer anvendes som tidligere ele-
mentlengden givet ved (13.1).

Der vaelges igen et forhold mellem elementleengderne i de forskellige modeller pé to, som
opnas ved at fordoble antallet af elementer i tangentiel retning ved et nyt mesh. De flytnin-
ger og spendinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.4, bestemmes i punktet
(x,»)=(0,39.5) for en belastning pd den kvarte cirkelskive pd 15kN.

Antal Antal Elementleengde Flytning Spanding Beregningstid
elementer frihedsgrader u, [pum] o, [MPa] [s]

144 314 5,17 -11,2609 -24.7 0,6

576 1202 2,58 -11,2610 -25,4 2,3

2304 4706 1,29 -11,2608 -25,8 18,5

Tabel 13.4: Veerdier til estimering af eksakte veerdier. Veerdierne er beregnet pd samme maskine.

Med veardierne i tabel 13.4 bliver konvergensraten for flytningen et komplekst tal, idet det
bemarkes, at flytningens storrelse ’svinger” omkring en vaerdi pa -11,2609 pm. Desuden
har det vist sig, at ved mange elementer, er bade flytninger og spandinger behaftet med
store fejl, hvilket kunne tyde pa, at elementerne har svert ved at modellere konstante til-
stande, hvorved numerisk stgj bliver tydeligere.

P& figur 13.5 ses, at flytningen ligger meget tet pd den eksakte vardi allerede ved cirka
150 elementer og derefter svinger flytningen omkring den eksakte verdi op til omkring
3000 elementer, hvor flytningen bliver alt for lille. Det har ligeledes vist sig, at flytningen
ved cirka 4000 elementer er helt forkert og antager en positiv vardi.
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Figur 13.17: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.

Pé figur 13.6 ses den relative fejl pa flytningen. Det ses, at fejlen ikke folger en ret linie 1
dobbeltlogaritmisk afbildning, som var forventet. Dette skyldes, at konvergensraten er
kompleks. Det bemerkes imidlertid, at storrelsen af fejlen pd flytningen er meget lille, men
ikke alle beregningspunkter kan plottes i denne figur pd grund af den komplekse konver-
gensrate.
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Figur 13.18: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.
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For spendingerne findes konvergensrate, og en eksakt verdi estimeres.

1n(—24,7+25,4]
~-25,4+25,8 0,85

&= ()

_ -254MPa +25,8MPa(2)""

o o =-26,2MPa

Pa figur 13.7 ses, at spendingen konvergerer mod den eksakte verdi, men ved 4000 ele-
menter bliver modellen darlig og giver en meget stor fejl, hvilket ligeledes kan ses pa figur
13.8.
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Figur 13.19: Konvergens for speendingen. Linien angiver estimatet pd den eksakte veerdi.
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Figur 13.20: Relativ fejl pd speendingen. Linien angiver den forventede fejl.

13.5.5 Sammenligning af modeller

Alle fire modeller konvergerer hurtigt pa flytningen, jf. figur 13.21, hvor det ogsa ses at
Q4-modellen konvergerer langsomst af de tre, hvilket ogsd er forventeligt, idet element-
flytningerne i disse elementer er simplere end for de to andre. Det bemerkes, at Q8s-

modellen og SHEs-modellen konvergerer hurtigst med fa elementer.
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Figur 13.21: Konvergens pd flytning for fire skivemodeller.
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Men pa figur 13.22 ses det, at den relative fejl for Q8s-elementerne ikke minimeres va-
sentligt med flere elementer. Desuden ses, at SHEs-modellen er klart den bedste, men nar
antallet af elementer oges bliver fejlen pA SHEs-modellen stor. Derfor er LSTs-modellen
den bedste nar inddelingen bliver finere end cirka 4000 elementer. Dette viser, at SHEs-
modellen ikke som forventet modellerer mere fleksibelt end elementer bygget pa potentiel
energi.
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Figur 13.22: Relativ fejl pa flytning for fire skivemodeller.

Alle modellerne konvergerer mod den eksakte verdi af spendingen, jf. figur 13.23, men
noget langsommere end flytningen. Q8s-modellen konvergerer hurtigst, og den relative fejl
minimeres ogsa hurtigere for denne model end for de to andre, jf. figur 13.24. Derfor er
Q8s-modellen den bedste til at bestemme spandinger i cirkelskiven. Dette er overraskende,
da det forventes, at SHEs-modellen vil konvergere hurtigere pa spandingerne end modeller
bygget pa potentiel energi.
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Figur 13.23: Konvergens for speendingen for fire skivemodeller.
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Figur 13.24: Relativ fejl pd speendingen for fire skivemodeller.
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13.6 Resultater for massiv cirkelskive

I dette afsnit bestemmes flytninger, spaendinger og potentiel energi i den kvarte cirkelskive,
jf. figur 13.25. Dette gores for alle FEM-modeller af skiven, idet den konstitutive matrice
fra afsnit 3.1 benyttes. Belastningen, som disse parametre bestemmes for, er 15 kN pé den
kvarte cirkelskive.

39,5

39,5 % %A

Figur 13.25: Placering af punkter hvor parametre bestemmes.

I tabel 13.5 ses flytninger, sp@ndinger og potentiel energi bestemt for de tre cirkelskive-
modeller, hvor der er valgt tilstreekkelig mange elementer til, at fejlen er minimal, jf. kapi-
tel 13.5. Det ses, at storrelsen af flytninger, spendinger og potentiel energi ikke @ndres
meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske metoder og forsegene
anvendes resultatet fra LSTs-modellen.

1 2 3
FEM- u, On Oy Oy O Oy Oy O Oy O I,
model [mm] [Nmm]
Q4s -0,0145973 | -0,8 -6,4 39 | 6,0 -18,1 0 60 -26,3 0,1 -588
Q8s -0,0145972 | -0,8 -6,3 3,8 | 6,0 -18,1 0 6,0 -259 0,2 -593
LSTs -0,0145973 | -0,8 -6,3 3,8 | 6,0 -18,1 0 6,0 -26,0 0,2 -599
SHEs -0,0146033 | -0,7 -6,2 3,77 | 6,05 -18,1 O 5,9 -26,8 0,5 -

Tabel 13.5: Resultater fra massiv cirkelskive.
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P& figur 13.26 er vist spendingsplot 1 de to normalspandingsretninger samt forskydnings-
spaending for model LSTs.

Sigma xy MPa

Sigma MPa Sigma ¥y MPa

o 20 40 B0 o Eh 40 B0 0 20 40 G0
[mm] [rmm] [rmm]

Figur 13.26: Speendingsvariationer i massiv cirkelskive.

13.7 Resultater for porgs cirkelskive

I dette afsnit bestemmes flytningen i1 den kvarte cirkelskive i punktet (0,48), jf. figur 13.27,
svarende til det sted, der males i forseget. Dette gores for alle FEM-modeller af skiven,
idet den konstitutive matrice fra kapitel 8 benyttes. Ligeledes bestemmes den potentielle
energi i den kvarte cirkelskive. Belastningen, som disse parametre bestemmes for, er 15 kN

pa den kvarte cirkelskive.

uy (0, 48) ¢

Figur 13.27: Placering af punkt, hvor flytninger bestemmes.
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I tabel 13.6 ses resultaterne for de tre cirkelskivemodeller, hvor der er valgt tilstrekkelig
mange elementer til, at fejlen er minimal, jf. kapitel 13.5. Det ses, at storrelsen af flytnin-
gerne ikke @ndres meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske meto-
der og forsegene anvendes resultatet fra LSTs-modellen.

FEM-model 4, [mm] IT, [Nmm]

Q4s -0,0219330 -778,9
Q8s -0,0219323 -971,4
LSTs -0,0219323 -893,5
SHEs -0,0219395 -

Tabel 13.6: Resultater fra poros cirkelskive.

P& figur 13.28 er vist spendingsplot 1 de to normalspandingsretninger samt forskydnings-
spaending for model LSTs.

Sigma xx Sigma ¥y MPa Sigma xy MPa

[rm]

&0 o 0 a0 &0
[mm] Imim]

Figur 13.28: Speendingsvariationer i poros cirkelskive.

Det bemarkes, at spendingsvariationerne er identiske for den massive og porese cirkelski-
ve, hvilket er forventet, idet spendingsvariationen ikke atheenger af materialekonstanterne.
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Kapitel 14 Forsggsresultater for cirkelskive

Til verificering af de numeriske og analytiske beregninger er der for cirkelskiven udfert
forseg, hvor forsegsopstillingen er vist pa figur 14.1.

Figur 14.1: Massiv cirkelskive med flytningsmdler og straingages.

Pé forsegselementet er der placeret flytningsmélere pd begge sider, som maler flytningen
over en bestemt leengde. Til bestemmelse af spaendingerne i bestemte punkter anvendes tre
rosettegages, foruden fire enkeltgages. For n@rmere forsegsbeskrivelse henvises til forsog
4, hvorfor udelukkende resultater angives i det felgende.

Placeringen af straingages fremgér af figur 14.2.
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y # Rosette og enkelt paa den anden side

# Rosette
= Enkelt gage paa begge sider

= Enkelt gage
Modsat side

158

Al

Figur 14.2: Placering af gages for massiv cirkelskive.

Proveelementet belastes med henholdsvis 0 til 30 kN og 0 til 60 kN, hvor der kontrolleres
for plastisk deformation ved at undersege malingerne ved afbelastning. Til sammenligning

med de analytiske og numeriske beregninger er sp@ndingerne bestemt ved 30 kN, jf. tabel
14.1.

Rosettegage O [ [

1 -0,27 -7,86 2,18
2 6,48  -18,63 -0,12
3 501  -23,40 0,09

Tabel 14.1: Spending i MPa for en last pd 30 kN.

Forholdet mellem flytning og belastning er bestemt ved benyttelse af flytningsmaélerne,
hvilket resulterer i formel (14.1).

P=977,23-u (14.1)
hvor

P er lasten [KN]

u er flytningen [mm]
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Ved belastning af proveelementet med 30 kN findes flytningen, jf. formel (14.1).

Ligeledes er der udfert forseg pa den porese cirkelskive, hvor forsggsopstillingen fremgér
af figur 14.3.

Figur 14.3: Poros cirkelskive med flytningsmdler.

Det fremgér af forsagsopstillingen af der kun er benyttet én flytningsméler. Forsegsbeskri-
velsen for den porese cirkelskive fremgér af forseg 5, hvilket har resulteret, 1 forholdet
mellem belastning og flytning, givet ved formel (14.2).

P =607,062-u (14.2)

Ved belastning med 30 kN bestemmes flytningen jf. formel (14.2).

30

u=———=0,05 mm
607,062
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Kapitel 15 Sammenligning af resultater

I det folgende kapitel sammenlignes resultaterne fra de analytiske og numeriske modeller
og forseget udfert 1 laboratoriet.

Spendinger fundet ved Fourier raekkeudviklingen samt spendingerne beregnet ved kom-
pleks funktionsteori sammenlignes med spandingerne beregnet ved FEM. Ritz-metoden
levere en udbgjningsfigur fra hvert gaet samt en potentiel energi. Dette sammenlignes med
resultater fra FEM og flytninger sammenlignes desuden med dem mélt i forseg.

15.1 Sammenligning af spaendinger

Sp@ndingerne beregnet ved den komplekse funktionsteori og Fourier rekkeudvikling an-
vender Airy’s spendingsfunktion, hvor der forudsattes en punktlast. Forskellen er blot den
matematiske udledning. Disse to plot sammenlignes med resultaterne fra det numeriske
LST element, jf. figur 15.1, hvor spandingsplottet for o,, er optegnet. Det ses fra figur
15.1, at der er meget god overensstemmelse mellem plottene.

MPa
0
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5
0
SLI.
15 £ 40
0
20
2
B
0!

[i} 20 40 B0 80 0 0 0 60 80 0 0 40 60 80
] [mm] [rrwmn]

a0 Fourier Kompleks funktionsteori MPa Numerisk LST MPa

8 8
n

-10

[mm]
o
5

= |
® 8

0

Figur 15.1: Speendingsplot for o,, for Fourier, Kompleks funktionsteori og numerisk model.

P& grund af spandingens uathangighed af elasticitetsmodulen er spandingerne beregnet
ved FEM ens for den massive cirkelskive og den porgse cirkelskive.

Til en mere ngjagtig sammenligning er spaendingerne beregnet i tre punkter for de to analy-
tiske modeller og FEM samt forsgget. De tre punkter fremgar af figur 15.2 og er angivet i
tabel 15.1.
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Figur 15.2: Placering af sammenligningspunkter.
Beregningspunkt 1 2 3

Metode O O-yy ny O O-yy ny O O-yy O-xy
Kompleks funktionsteori -0,7 -64 3,7 6,0 -18,1 0 6,0 -26,1 0
Fourier -0,8 -64 38| 60 -18,1 0] 6,0 -262 0
FEM - LST -08 -64 39| 60 -181 0| 6,0 -260 0,2
Forsag 03 -79 22| 65 -186 -0, 50 234 0,

Tabel 15.1: Speendinger i tre punkter.

Det fremgar af tabel 15.1, at der ikke er naevnevardige forskelle mellem de analytiske ud-
tryk og FEM beregningerne. Derimod er vardierne af spandingerne for de fleste méile-
punkter mindre end de beregnede spandinger. Variationen kan skyldes, at der har vaeret en
forskel mellem den mélte kraft og den virkelige kraft. Desuden er de analytiske og numeri-
ske modeller udregnet for en punktlast, hvor skiverne i forseget er belastet over et lille are-
al. Herudover afh@nger spa&ndingerne fra forsegsresultaterne af elasticitetsmodulen, som
ligeledes er fundet eksperimentelt og kan derfor veere behaftet med fejl.
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15.2 Sammenligning af flytninger og potentiel energi

Flytningsfigurerne er fundet ved hjelp af Ritz-metoden og FEM beregninger. I det folgen-
de er der angivet to gat pd flytningsfelter, hvoraf det ene indeholder et knaek, hvor lasten
paferes og den anden stér vinkelret pa y-aksen jf. figur 15.3. Figuren viser ligeledes udbgj-
ningen for FEM beregninger og forskellen er, at effekten af punktlasten fir FEM flytnings-
figuren til at krumme meget mere end flytningsfelterne bestemt ved Ritz.

100 -
Udeformeret
S0+ Ritz gast 5
Ritz gast B
oo FEM

70
&0

a0

[rrm]

40

30

20

10

100

[rrim]

Figur 15.3: Sammenhceng mellem geet pd flytningsfelt og beregninger ved FEM, skaleret 1000 gange.

Da FEM flytningsfiguren har sterre flytninger end Ritz-metoden, ma den potentielle energi
veaere storre for FEM beregningerne end for Ritz-metodens gaet. Dette kommer til udtryk 1
den potentielle energi, hvor FEM beregningerne, jf. tabel 15.2, angiver en vasentlig min-
dre energi end energien beregnet ved Ritz-metoden. Dette kan forklares med, at flytnings-
feltet ved FEM har et storre knak. Ved at modellere en linielast 1 FEM-modellerne, vil re-
sultaterne sandsynligvis ligge taettere pa hinanden.

IT, massiv  II, pores

Metode:
[Nmm] [Nmm]
Ritz gat 5 -99,0 -161,3
Ritz geet 6 -159,2 -260,4
FEM - LST -599,0 -893,5

Tabel 15.2: Potentiel energi.
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Afslutningsvis sammenlignes de lodrette flytninger bestemt ved forseget samt Ritz og
FEM beregninger, jf. tabel 15.3.

u, massiv u, pores
Metode:
[mm] [mm]
Ritz gaet 5 -0,0057 -0,0093
Ritz gaet 6 -0,0061 -0,010
Forseg -0,0153 -0,0247
FEM - LST -0,0146 -0,0219

Tabel 15.3: Flytninger for den kvarte cirkelskive.

Forventeligt er flytningen for Ritz mindre end for FEM beregningerne. Flytningerne mélt i
forseget er omkring 5% storre end for FEM beregninger. Dette er en mindre forskel, der
kan skyldes méaleusikkerheder. Mod forventning er flytningen mélt ved forseget storst. Det
kan forklares ved, at effekten af enkeltkraften forsvinder i malepunktet.

121






Del IV
Cirkelring






Delindledning

I de folgende kapitler benyttes de, i del I, beregnede materialeparametre til analysering af
henholdsvis massiv og pores cirkelring, ved anvendelse af forskellige analytiske og nume-
riske metoder. Den porgse cirkelring antages udfert i et homogent, isotropt, linearelastisk
materiale, hvorved den eneste forskel mellem beregninger af massiv og pores cirkelskive
bliver materialeparametrene.

Analytisk udledes bjaelketeorien for krumme bjelker, ved benyttelse af det virtuelle arbej-
des princip, hvorved det er muligt at bestemme flytninger i cirkelringen. Yderligere benyt-
tes Ritz metoden til bestemmelse af flytningerne pa cirkelringen, samt den potentielle ener-

gi.

Numerisk anvendes elementmetoden ved benyttelse af forskellige typer elementer, hvorved
disse kan sammenholdes i forhold til spaending, flytning og potentiel energi. Ligeledes ind-
deles cirkelbuen i rette bjeelke elementer ved benyttelse af henholdsvis Bernoulli-Euler og
Timoshenko bjelketeori. I del III udfertes konvergensstudier af alle skive-modeller, hvor-
for der udelukkende udferes konvergensstudier pa bjelkemodellerne i del IV.

Til verificering af de analytiske og numerisk beregninger udferes forseg, hvorved det vur-
deres hvilken metode, der giver det mest pracise bud pa henholdsvis spaendinger og flyt-
ninger.






Kapitel 16 — Virtuelle kraefters princip

Kapitel 16 Virtuelle kraefters princip

I dette kapitel beregnes snitkraefterne i en homogen cirkelring ved hjelp af virtuelle kraef-
ters princip, VKP. P& grund af symmetri betragtes kun den kvarte cirkelring. Mélet er at
bestemme udbgjningen af cirkelringen for en given kraft. Teorien for virtuelle flytningers
princip for krumme bjalker er udledt i bilag B og benyttes 1 det folgende.

16.1 Forudsatninger

I det folgende regnes der pé det statiske system skitseret pd figur 16.1. Grundet understot-
ningsforholdene er der fire ukendte reaktioner og derfor er ligevagtsligningerne ikke til-
P2

strekkelige til at bestemme reaktionerne.
v
Centerlinie
& )
0

Figur 16.1: Statisk system for den betragtede bjcelkeudsnit.

Cirkelringen beregnes 1 det folgende som en Bernoulli-Euler bjalke.
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Del 1V — Cirkelring

16.2 Beregning af snitkreaefter

Indledningsvis anvendes ligevagtsligningerne til bestemmelse af de ukendte kraefter pa
figur 16.2. Dette efterlader én ubekendt og denne bestemmes med VKP.

2P

Figur 16.2: Udsnit af homogen cirkelring i ligeveegt.

Med de, pa figur 16.2, viste regneretninger anvendes vandret og lodret ligevagt til be-
stemmelse af R, og R, , jf. formel (16.1).

(16.1)

Ved momentligevagt bestemmes sammenhangen mellem endemomenterne ved (16.2).

M, =MZ—§R (16.2)
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Kapitel 16 — Virtuelle kraefters princip

For et udsnit af cirkelringen opstilles udtryk for snitkrefter som funktion af vinklen 6, jf.
figur 16.3.

Figur 16.3: Snitkreefter i udsnit af cirkelring.

Ved vandret projektion isoleres normalkraften ved formel (16.3).

. V cos(6)
V= o (16.3)

Ved lodret projektion og indsttelse af udtrykket for normalkraften opstilles et udtryk for
forskydningskraften ved formel (16.4).

0=R, +Ncos(8)—Vsin(0) =

16.4
V =R, sin(6) (164
Normalkraften bestemmes ved formel (16.5).
cos(8)sin(6)
N=-R—————+=-R 0 16.5
' sin (9) 1 608 ( ) (16.5)

Momentligevegt 1 snittet giver relationen mellem momentet M og M, givet ved (16.6).

P
M =M, +ER(1—cos(t9)) (16.6)
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Et virtuelt moment paferes 1 hver ende af den udskarne cirkelring, jf. figur 16.4.

o (=

J

oM
Figur 16.4: Det pdforte virtuelle moment.

Dette virtuelle kraftsystem er i ligevaegt og kan derfor anvendes i de virtuelle kraefters
princip.

Det indre virtuelle arbejde opstilles, jf. formel (16.7).

4= [ (&(s)6N () + k()M () + 7 () 8V () )ds (16.7)

0

De aktuelle snitkraefter omskrives til virkelige deformationer ved formel (16.8), (16.9) og
(16.10). Formlerne er nermere beskrevet i bilag B.

N=E-A-¢ (16.8)
M=1E« (16.9)
V=G-A,y (16.10)

Med de fundne snitkraefter, kan deformationerne fra formel (16.8), (16.9) og (16.10) om-
skrives til formel (16.11).

oo —Pcos(0)
2EA
M +PR2(1E;cos(9)) 16.11)
B Psin(@)
YY)
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Det bemarkes, at det ikke har betydning for lesningen af ligningerne om der anvendes
Bernoulli-Euler eller Timoshenkoteori, da det kun er det virtuelle momentet, der er forskel-
lig fra nul.

De virtuelle momenter medferer ikke et ydre arbejde og derfor er det ydre arbejde lig 0.
Herved kan (16.7) lgses ved at integrere over vinklen fra 0 til /2, hvilket lgses ved (16.12)

5M1+£R—£Rcos(9)

2 2 SMR-d6=0=
0 EI

R P >
=—|MO+—R(O-sin(0 =

EI[ ) ( ())1) (16.12)
S -(M]+£-Rj— PR poo=
2-E-1 2 2-E-1
PR

M =—(2-7x

! 27z( )

Det er nu muligt at finde M, nar M, kendes, ved formel (16.13).

M =m,-Lr=

. 2 (16.13)
M,=ZR

T

Til eftervisning af, at systemet er i ligevaegt opstilles momentligevaegt ved formel (16.14)
om toppen. Momentet regnes positivt med uret.

0=M,-M,-RR=

0:£R+E(2—77)—£R:> (16.14)
T 27 2
0=0

Systemet er dermed i ligevaegt.
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16.3 Flytninger ved kombination af VKP og bjalketeori

I det folgende afsnit enskes det at bygge videre pa principperne for VKP, idet disse nu
kombineres med teorien for krumme bjelker beskrevet i bilag B. Der opstilles analytiske
udtryk for flytningen af cirkelringen ud fra bjelketeorien, hvor flytningerne henholdsvis
baseres pa Bernoulli-Euler og Timoshenko bjelketeori. Hver af de to teorier opstilles som
et system af lineere forste ordens differentialligninger, som efterfolgende loses, hvorved
de korrekte flytningsmodeller haves for hver teori. Teorien for lesning af lineere forste
ordens differentialligninger er hentet fra [Zill, 2001].

16.3.1 Bernoulli-Euler bjeelketeori

Forst betragtes udbgjningsmodellerne for aksial- og tvaerflytningen baseret pa Bernoulli-
Euler bjelketeori. Fra bilag B hentes tgjningsmalene, jf. formel (16.15), (16.16) og (16.17).

1du 1
_ldu 1 16.15
=220 % (16.15)

1dv 1
g)=L & 1 16.16
(0)=r gt " (16.16)

1 dw

)= 4@ 16.17
“(0)= %o (16.17)

Det onskes efterfolgende at bestemme vinkeldrejningen som funktion af krumningen, da
denne er uathengig af henholdsvis aksial- og tvaerflytningen. I bilag B er de korrekte snit-
kraefter som funktion af vinklen bestemt ved formel (16.18), (16.19) og (16.20). Det be-
markes, at formlen for momentet har modsat fortegn end det tidligere grundet fortegns-
konvektion for vinkeldrejningen, jf. formel (16.16) og figur 16.5.

N:—%Pcos(e) (16.18)
V:%Pcos(ﬁ) (16.19)
M= 1 PR(=2+7cos(0)) (16.20)

2 T
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Figur 16.5: Udsnit af cirkelring, hvor fortegnsretningen flytninger er angivet.

Derefter bestemmes vinkeldrejningen givet i formel (16.21), ved kombination af formel
(16.17), (16.9) og (16.20).

(0)=[xRdo

PR’
= [(2—rcos(6))d0 (16.21)

2
__IR (29—7zsin(9))d0+Z
27 El

Konstanten, Z, bestemmes ved, at indsatte randbetingelserne for systemets vinkeldrejnin-
ger. Da det vides, at vinkeldrejningen ved vinklen 0 lig n/2 er 0, findes konstanten til 0.

Efterfolgende valges det at skrive det tilbagevaerende ligningssystem, det vil sige toj-
ningsméalene, op pa matriceform. Dette klarleegges ved at betragte formel (16.15) og
(16.16), jf. formel (16.22).

d
d—2=v+g(0)R

d

d—Z:—u+a)(19)R
U (16.22)
du

a0 {0 1Hu} {E(G)R}

= +
dv. -1 0l|v a)(H)R
do

133



Del 1V — Cirkelring

Ligningssystemet 1 formel (16.22) er en linear forste ordens differentialligning, som kan
opskrives som formel (16.23).

(x'(0)} =[4]{x(0)} + {F (0)} (16.23)

Ud fra formel (16.23) kan formel (16.24) defineres.

(x(0)} = {tge)} (16.24)

PR

[2(6)R) 2FA
{F(e)}_{w(Q)R}_ __PR (26— wsin(6))d6
2rwEl

cos(&)

Ligningssystemet 1 formel (16.23) onskes dernzst lost. Til systemet bestemmes en homo-
gen og en partikular lesning, hvor der som det forste findes den homogene del, jf. formel
(16.25).

[A]{x(0)} = {x'(0))} (16.25)

Ved at omskrive formel (16.25) kan lgsningen findes ved formel (16.26).

([4]-[1]2)[K]=[0] (16.26)

Efterfolgende tages determinanten af formel (16.26), hvorved egenvardierne kan bestem-
mes ved den karakteristiske ligning, jf. formel (16.27).
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U
o
=0
-1 -4
U (16.27)
A +1=0
U

Det er nu muligt at bestemme konstanterne k;, og k», ud fra de fundne komplekse egen-
veerdier, jf. (16.28) og (16.29), hvor k;; og k,; er sat lig én for at lese systemet. Derved kan
vektorerne K; og K, estimeres.

:ll _linLHg}:kn=i:[K1]={1} (16.28)
_11 j{k;}:{g}jkzzZ—i:‘[Kz]={_ll} (16.29)

Da egenvardierne er komplekse, bestemmes ud fra ovenstaende logsning det set af kon-
stanter, der benyttes til at opskrive losningen til den homogene ligning, jf. formel (16.30).

(8- Rel(,)) -1, |
(2= m((m) -}

(16.30)

Losningen til den homogene ligning, den komplementzare ligning, kan opskrives pa formen
givet ved formel (16.31).

[ (0)) =5 (9)) + [ (0)) (1631

x(0)=¢ [{Bl} cos(p0)- {Bz}sin(ﬂé’)] e”
x,(0)=c, [{Bz} cos(B0)+{B,} Sin(ﬂﬁ)] e”
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hvor
a er vaerdien af det reelle tal af egenverdien
)i er verdien af det imaginare tal af egenverdien

Den komplementare ligning er endelig givet ved formel (16.32).

(x.(0)}=¢, {{é}cos(@) _{‘;}sm(e)}+ ‘. H‘l’}ms(e)+ {é}m(a)}

oo forO]_{ oo

Inden det er muligt at estimere konstanterne ¢; og ¢, ved hjaelp af randbetingelserne, skal
losningen findes til den partikulaere del, hvilket gares ved formel (16.33).

(16.32)

fx, ) =[o(0)] [[o"(6)]{F (0)}ae (1633)

hvor
—sin (6) cos ((9)

., cos(é’) —sin(@)
[(o (Q)Jz{sin(e) cos(@)}

[0(09)]=[X.(0) Xz(g)]z[COS(ﬁ) sin(@)}

Det er nu muligt at finde lgsningen til formel (16.33), da samtlige sterrelser er kendte, cd-
bilag, hvorefter den fuldsteendige losning opskrives ved formel (16.34).

(x(0)) = (5. () +{x, (0)) (16:34)

Efterfolgende indsattes randbetingelserne for modellen givet ved henholdsvis formel
(16.35) og (16.36).

u(0)=%(0)=0 (16.35)

u(£)=x(%)=0 (16.36)
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Derved er det muligt at opskrive den endelige losning for aksial- og tvarflytningen som
funktion af vinklen, hvilken er givet ved formel (16.37).

PRsin(0) PRO(rElcos(0)+ R*EArcos(6)+4R*EA)

2EI AEA7EI
PR’sin(0)
v(@)=———+ 16.37
( ) 2EI ( )
PR (7Z'E]COS (9) + ElOrsin (0) —4R*EA— R*EArncos ((9) + R*EAnBsin (9))
AFEA7EI
hvor
P er lasten, 30 kN
R er radius i bjelken, 51,5 mm
G er forskydningsmodul,
2(1+v)
I er inertimoment, 75-20 mm-(55 mm)’
A er arealet af tveersnit, 20 mm-55 mm
E er elastisitetsmodulen, 78600 MPa
Ay er forskydningskorrektionsfaktor, £ 4

Indsaettes samtlige materialeparametre for cirkelringen findes figur 16.6, hvor udbejningen
er vist bade for Bernoulli-Euler-bjelken og Timoshenko-bjalken.

16.3.2 Timoshenko bjalketeori

Udledningsproceduren for udbgjningsmodellerne for aksial- og tvaerflytningen baseret pa
Timoshenko bjalketeori er analogt med Bernoulli-Euler. Det der andres er brugen af tveer-
tejningen, jf. formel (16.38).

7(0)=——+—u-w (16.38)

Udledningsproceduren er herfra analog med det tidligere, idet vinkeldrejningen som funk-
tion af krumningen som det forste estimeres, hvorefter ligningssystemet af linezre forste
ordens differentialligninger loses. Lasningen enskes til problemet givet ved (16.39).

R AR KT
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hvor

PR’
Re(0) 27EA
RP . PR*

cos(@)

2G4, sin (9) - S El (29 —7rsin (6’))

Loses systemet (16.39) findes aksial- og tvarflytningen som funktion af vinklen ved
(16.40).

PR’sin(6) ~ PR@(GAeﬂEIcos (6)+ EArElcos (6’))

u(0)= +
2El AGA,EArEI
PRO(GA,wR*EAcos (0)+4EAR*GA, )
AGAEArEl

PR’sin(0
v(e)zT()+ (16.40)

PR(GA, zElcos(0)+ GA,EIOxsin(60)— EAzElcos () + EAOx Elsin(0)) N

AEAREI
PR(~4GA,R*EA— R*EArcos(0)— R’ EAnO AE, cos 0+ EAR’ GA,z0sin(0))
AEAREI
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Indsettes samtlige materialeparametre for cirkelringen findes figur 16.6.

Udbgijning af cirkelskive

90 -
udeformeret
80 L — - — Bernoulli-Euler
—— — Timoshenko

[mm]

30 40 50 60 70 80 90
[mm]

Figur 16.6: Udbajning for cirkelringen ud fra bjcelketeori. Udbajningen er skaleret 400 gange.

I tabel 16.1 er flytningernes storrelse angivet i punkterne vist pa figur 16.6.

Teori: vi [mm] v, [mm]
Bernoulli-Euler  -0,008 0,021
Timoshenko -0,026 0,049

Tabel 16.1: Flytninger af Bernoulli-Euler og Timoshenkobjcelker.
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16.4 Flytninger ved de virtuelle kraefters princip

Flytningerne bestemt i afsnit 16.3, kontrolleres i det felgende for en aktuel flytning, v,, 1
toppen af cirkelringen, ud fra VKP, jf. figur 16.7.

oP/2

———

V2

Figur 16.7: Cirkelring pdfort en virtuel kraft og en aktuel flytning.

Til bestemmelse af flytninger i et givet punkt i en bjelke opskrives de virtuelle kraefters
princip for en enkeltlast, jf. formel (16.41).

st
2

U= ie(s)5N(S)ds+iK(S)&M(s)ds +JS.7/(S)5V(s)ds (16.41)

Da der i forste omgang regnes pa en Bernoulli-Euler bjzlke, s&ttes forskydningsdeforma-
tionen til nul, og integralet opskrives, jf. (16.42).

)

N | N

S S

u:.[E(S)5N(S)dS+IK(S)5M(S)dS (16.42)
0 0

Integralet omskrives sa funktionen varierer i forhold til vinklen, jf. (16.43).

5 £(0)SN(0)RdO+ | k(0)SM (0)RdO (16.43)

P
—Uu=
2

O 0 | Ny
O 0 |y

Den virtuelle normalkraft og det virtuelle moment opskrives af ligevegtsligningerne, jf.
afsnit 16.2, hvor P settes lig den virtuelle kraft dP/2.

140



Kapitel 16 — Virtuelle kreefters princip

SN(0) =62 cos(6)
2 (16.44)
&M&ﬂ:&m+5§R@—w49»

hvor

sm, =522 (2-x)
T

Tojningsmalene £(0) og x(0) er fundet ved de konstitutive ligninger (16.11).
Integralet (16.43) kan opskrives ved.

p ”(—icos(ﬁ)j p
o—v, = Iz—-(—5—cos(9)jR.dl9+
2 0 EA 2

”(SR(Z—;Z)—%-ISR(I—COS(H))] PR P
IE T -(5——(2—7z)+5—R(1—cos(9))jR-d9
U
. PR(-7’ —8IR’A+ R*Arn’I)

2 8AET

For en Timoshenkobj@lke medtages blot forskydningsdeformationen.

, __PRCTGA —BIR*AGA, + R*AGA ] " AE) (16.45)
2 87 AEGA, |

Ved anvendelse af materialeparametrene er flytningen v; i toppen af cirkelringen beregnet,
jf. formel (16.45), hvor sterrelsen er for den kvarte cirkelring. Flytningen ses i tabel 16.2
sammen med resultaterne fra afsnit 16.3.

VKP + bjelketeori VKP
Bernoulli-Euler 0,021 0,021
Timoshenko 0,049 0,049

Tabel 16.2: Flytninger i toppen af cirkelringen.

Det kan herved konkluderes, at flytningerne stemmer overens med de beregnede resultater
1 afsnit 16.3.
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Kapitel 17 Ritz metoden for massiv cirkelring

I dette kapitel anvendes Ritz-metoden til beregning af den potentielle energi ved hjaelp af et
analytisk udtryk for flytningerne af legemet. Teorien omkring Ritz-metoden er behandlet 1
kapitel 11.

Udtrykket for den potentielle energi omskrives i1 det folgende til at gé fra den indre radius
til den ydre, jf. (17.1), hvor den indre radius indgér som R;ngye.

Rv re

f {8}T[D]{£}r-dr-d6?—%Puy (£,R) (17.1)

o —_

Indre og ydre radier er defineret, jf. figur 17.1.

Rydre

Figur 17.1: Cirkelring med definering af indre og ydre radius.

I det folgende geettes pa flytningsfelter, der enten er polynomier givet ved (17.2) og (17.3)
eller trigonometriske funktioner givet ved (17.4) og (17.5). Disse funktioner er valgt, da de
er mulige at integrere over den kvarte cirkelring.

u (x,y)=a,+a,-x+a, - y+a,-x’ +a,-y*- (17.2)
u,(x,y)=by+b-x+b,-y+b-x*+b,-y*- (17.3)
u,(x,y)=b-cos" (v) (17.4)
u,(x,y)=b,-sin" (v) (17.5)
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Randbetingelserne er defineret ved, at flytningsfeltet ikke ma slippe akserne. Dertil kom-
mer, at flytningsfeltet for linielasten ikke mé have et knak, hvor dette skarer y-aksen. Be-
tingelsen med knaekket er ikke gaeldende for punktlasten, idet de numeriske modeller anty-
der, at der opstar et kneak.

17.1 Resultater

Udvalgte gat pa funktionerne u.(x,y) og u,(x,y) er angivet i tabel 17.1.

Geet:  uy (X.y) uy (X,y) I,

10 -y +by-y +b,-y° 93,7
2 b, -cos(v) b, -Sin(v) 82,7
3 b, cos(v) b, - sin’ (v) -98.3
4 b, -cos(v) b, -sin* (v) 934
5 b, -cos(v) b, -sin* (v) -84.9
6 a,-x+a, x’ b -y +b, -y +b,-y°-x+b,- -161,5
7 a-x+a, X +a;-x° by by by b,y +b -y xP+b- ¥ x 1531

Tabel 17.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Forud for resultaterne i tabel 17.1 er der foretaget en analyse af konsekvensen af gat pa
lige og ulige potenser, sammensatte funktioner af forskellig orden samt potenser af de tri-
gonometriske funktioner. Det fremgar af get 4, at hejere ordens gat i sinusleddet giver
dérligere resultater.

Udbgjningerne er skitseret pa figur 17.2, hvor nogle af geettene er undladt, da de stort set er
sammenfaldende.
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Figur 17.2: Udbajning skaleret 1000 gange.

Gat 6 og 7, med mindst potentielle energi, har en diskontinuitet, hvor punktlasten angriber.
Denne diskontinuitet opstér fordi flytningsfeltet i kraftens retning indeholder et x-led. Den
potentielle energi for gaet 6 og 7 kan anvendes til sammenligningen med de numeriske me-
toder, hvis disse er pavirket af en punktlast. Resultatet af, at energien i et flytningsfelt med
et knaek er vaesentligt storre end et felt uden kan antyde, at resultaterne uden kneak ikke kan
anvendes til sammenligning med de numeriske metoder med punktlaster. Til sammenlig-
ning med de evrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 17.2.

Get:  u, (48,0)  u,(0,48)

1 0,0000 -0,0054
2 0,0030 -0,0110
3 0,0048 -0,0130
4 0,0051 -0,0125
5 0,0049 -0,0116
6 0,0027 -0,0064
7 0,0026 -0,0061

Tabel 17.2: Udbajningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 18 Ritz metoden for porgs cirkelring

Teorien for Ritz-metoden er gennemgaet i kapitel 17. Derfor folger der kun resultaterne for
den porgse cirkelring i det folgende afsnit

18.1 Resultater

Udvalgte gat pd funktionerne u(x,y) og u,(x,y) er angivet 1 tabel 18.1.

Gat:  uy (X,y) uy (X,y) I,

1 0 by +b,-y* +by-y° -150,1
) b, -cos(v) b, ~sin(v) -130,6
3 b, -cos(v) b, -sin® (v) -140,7
4 b, cos(v) b, -sin3(v) -151,4
5 b, -cos(v) b, -sin* (v) -140,7
6 a,-x+a, x° b -y +b,-y*-x+b,-y°+b,-y* 264,4
7 a-x+a, x+a,; x> by +b -y +b -y +b, -y +b -y xP+b- v x 2508

Tabel 18.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Forud for resultaterne i tabel 18.1 er der foretaget en analyse af konsekvensen af gt pa
lige og ulige potenser, sammensatte funktioner af forskellig orden samt potenser af de tri-
gonometriske funktioner.

Udbgjningerne er skitseret pa figur 18.1, hvor nogle af geettene er undladt, da de stort set er
sammenfaldende.
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Figur 18.1: Udbagjning skaleret 1000 gange.

Det viser sig at konklusionerne fra den massive cirkelskive ligeledes gor sig geldende for
den porgese cirkelskive, da det eneste der er endret er elasticitetsmodulen. Til sammenlig-
ning med de ovrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 18.2.

Gaet: uy (48,0)

u, (0,48)

0,0000
0,0048
0,0078
0,0083
0,0080
0,0048
0,0047

N N R W N =

-0,0087
-0,0170
-0,0210
-0,0202
-0,0190
-0,0110
-0,0100

Tabel 18.2: Udbagjningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 19 Numeriske modeller af cirkelring

I dette afsnit opstilles numeriske modeller for cirkelringen, hvorfra der bestemmes span-
dinger og flytninger, som sammenlignes for de forskellige modeller. De modeller, der an-
vendes er:

e Model BEr bestdende af rette Bernoulli-Euler bjelkeelementer.

e Model Tr bestdende af rette Timoshenko bjelkeelementer.

e Model Q4r bestdende af isoparametriske firkantselementer med fire knuder, hvor
flytningerne af siderne mellem knuderne beskrives ved foerstegradspolynomier.

e Model QS8r bestaende af isoparametriske firkantselementer med otte knuder, hvor
flytningerne af siderne mellem knuderne beskrives ved andengradspolynomier.

e Model SHEr bestar af spendingshybride Q4 elementer.

I bjelkemodellerne er der tre frihedsgrader i1 hver knude, mens der i skivemodellerne er to
frihedsgrader 1 hver knude. Desuden er alle modeller parametriseret s der kan e&ndres pa
lasten, P, ydre radius, R, indre radius, r, elasticitetsmodul, £, Poissons forhold, v, samt an-
tallet af elementer i1 radier retning, bortset fra bjelkemodellerne, hvor det er antallet af
elementer i tangentiel retning, der kan @&ndres. Alle modeller findes som cd-bilag.

19.1 Opbygning af model BEr

Model BEr er opbygget af rette Bernoulli-Euler bjalkeelementer. Pa figur 19.1 er den
kvarte cirkelring vist med globale knudenumre og elementnumre for en opbygning med
fire elementer. Ved opbygningen af modellen placeres knuderne i centerlinien af cirkelrin-
gen, og bjelkernes hegjde sattes til cirkelringens bredde.

Figur 19.1: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model BE}y.
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Ved beregningen af Bernoulli-Euler bjelker forudsettes, at plane tvaersnit forbliver plane
og vinkelrette pa bjelkeaksen, hvilket betyder, at der i samlingen mellem elementerne vil
forekomme en overlapning. Denne fejl kan minimeres ved at valge tilstreekkeligt mange
elementer. Teorien for Bernoulli-Euler bjelker er ikke geldende for heje bjelker, idet der
ikke regnes med forskydningsdeformationer. Dette medferer endnu en fejl ved anvendel-
sen af modellen, idet bjaelken ma anses for varende hgj i forhold til laengden.

19.2 Opbygning af model Tr

Model Tr er opbygget af rette Timoshenko bjalker. Selve opbygningen og nummereringen
af knuder og elementer er den samme som for Bernoulli-Euler modellen jf. afsnit 19.1. I
denne model opstér samme fejl ved antagelsen om at plane tvarsnit forbliver plane, men i
modsatning til Bernoulli-Euler teorien medtages forskydningsdeformationerne. Opbyg-
ningen med rette Timoshenko bjalker anses, som udgangspunkt, som en bedre model.

19.3 Opbygning af model Q4r

Model Q4r er opbygget af isoparametriske firkantselementer med fire knuder. Den princi-
pielle opbygning er vist i figur 19.2 for en opbygning af den kvarte cirkelring med fa ele-
menter, hvor de globale knudenumre er angivet. Desuden er den principielle nummerering
af elementerne vist. Elementdimensionerne er konstante bade i radier og tangentiel retning
for alle elementer og der er dobbelt s& mange elementer i tangentiel retning som i radier
retning.

Figur 19.2: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model Q4r.
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Der anvendes fire Gauss-punkter ved bestemmelse af flytninger og spendinger. Ved be-
stemmelse af spendingerne beregnes disse 1 knuderne, hvorved der opnds en jevn afbild-
ning af spendingerne.

For denne model galder samme betragtning omkring aflange elementer som for model
Q4s, jf. afsnit 13.1.

19.4 Opbygning af model Q8r

Model Q8r er opbygget af isoparametriske firkantselementer med otte knuder. Den princi-
pielle opbygning er vist i figur 19.3 for en opbygning af den kvarte cirkelring med 8 ele-
menter, hvor de globale knudenumre er angivet. Desuden er den principielle nummerering
af elementerne vist. Elementdimensionerne er konstante bade i radier og tangentiel retning
for alle elementer og der er dobbelt s& mange elementer i1 tangentiel retning som i radiaer
retning.

\ Bo

Figur 19.3: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model Q8r.

For firkanterne anvendes ni Gauss-punkter ved bestemmelse af flytninger og spandinger.
Ved bestemmelse af spaendingerne beregnes disse 1 knudepunkterne, hvorved der opnés en
jevn afbildning af spendingerne.

For denne model gelder samme betragtning omkring rektanglernes laengde som for model
Q4s, jf. afsnit 13.1.
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19.5 Opbygning af model SHEr

Model SHETr er opbygges tilsvarende model Q4r. Eneste forskel er elementtypen.

19.6 Konvergensstudie af cirkelring

Der foretages et konvergensstudie pa flytninger, hvilket gores ved at estimere eksakte ver-
dier af disse storrelser ud fra vardier fra tre forskellige antal benyttede elementinddelinger.
Metoden er beskrevet 1 afsnit 6.5.

19.6.1 Konvergens af bjeelkemodeller

For begge bjelkemodeller vaelges det at lade elementlengden vare givet ved (19.1).

Rz
h=— 19.1
N (19.1)
hvor
R er radien af centerlinien
N er antallet af elementer

Der velges et forhold mellem elementlengderne i de forskellige modeller pa m=2, som
opnas ved at fordoble antallet af elementer. Det valges at estimere flytningerne 1 punktet
(x,»)=(0,R) for en belastning pa den kvarte cirkelskive pa 15kN. Forst betragtes FEM mo-

dellen af Bernoulli-Euler bjelker, jf. tabel 19.1.

Antal Antal Elementleengde  Flytning  Beregningstid
elementer  frihedsgrader u, [mm] [s]

100 303 0,404 -0,000304 0,7

200 603 0,202 -0,000152 3

400 1203 0,101 -0,000076 17,5

800 2403 0,051 -0,000038 137,5

Tabel 19.1: Veerdier til estimering af eksakte veerdier.

Ud fra tabel 19.1, der viser en del af beregningsresultaterne, kan det konkluderes, at det
ikke er fordelagtigt at lave et grundlaeggende konvergensstudie af FEM modellen, da flyt-
ningen konvergerer mod nul ved valg af et stort antal elementer, jf. figur 19.4.
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Figur 19.4: Konvergens af flytinger for FEM model for Bernoulli-Euler bjcelketeori.

Ud fra beregningsresultaterne ma det antages, at modellen bliver stivere jo flere elementer,
der benyttes til at modellere cirkelringen. Dette skyldes sandsynligvis, at det er rette bjeel-
keelementer, der benyttes. Det vurderes pd baggrund af ovenstaende, at FEM modellen ik-
ke er brugbar til at modellere de virkelige flytninger.

Herefter betragtes FEM modellen af Timoshenko bjaelker.

Antal Antal Elementlengde  Flytning  Beregningstid
elementer  frihedsgrader u, [um] [s]

100 303 0,404 -0,000304 0,7

200 603 0,202 -0,000152 3

400 1203 0,101 -0,000076 18

800 2403 0,051 -0,000038 126,5

Tabel 19.2: Verdier til estimering af eksakte veerdier.

Ud fra tabel 19.2, der viser en del af beregningsresultaterne, kan det ogsa her konkluderes,
at flytningen konvergerer mod nul ved valg af store antal elementer, jf. figur 19.5.
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Figur 19.5: Konvergens af flytninger for FEM model for Timoshenko bjcelketeori.

Beregningsresultaterne viser som tidligere, at modellen bliver stivere jo flere elementer,
der benyttes til at modellere cirkelringen. Derved er FEM modellen for cirkelringen ved
brug af Timoshenko bjalketeori ligeledes ikke er brugbar til at modellere de virkelige flyt-
ninger.

19.7 Resultater for massiv cirkelring

I dette afsnit bestemmes flytninger og spandinger i den kvarte cirkelring 1 punkterne vist
pa figur 19.6, svarende til de steder, der males i forseget. Dette gores for alle FEM-
modellerne af ringen, idet elasticitetsmodul og Poissons forhold fra kapitel 8benyttes. Li-
geledes bestemmes den potentielle energi 1 den kvarte cirkelring. Belastningen, som disse
parametre findes for, er 15 kN pé den kvarte cirkelring.
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15 kN

uy (0, 48)

X
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Figur 19.6: Placering af punkter, hvor flytninger bestemmes.

I tabel 19.3 ses resultaterne for de to cirkelringmodeller, hvor der er valgt tilstraekkelig
mange elementer til at fejlen er minimal, jf. afsnit 13.5. Det ses at storrelsen af flytningerne
ikke @&ndres meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske metoder og
forsegene anvendes resultatet fra Q8r-modellen.

FEM-model ~ #, [mm] u, [mm] I1, [Nmm]
Qir 00171106  -0,0301776 7118
Q8r 0,0171125 -0,0301801 -709,3
SHEr 0,0171100 -0,0301791 -

Tabel 19.3: Resultater fra massiv cirkelring.

P4 figur 19.7 er vist spendingsplot i de to normalspaendingsretninger samt forskydnings-
spaending.

A% MPa oyy MPa
B0 B0 o
5
= = -10
Euw o0 E
5 20
20 20
\ F K
0 1 0 3 1
i} 0 40 =) 0 20 40 B0 i
[min] [mrm] {mm]

Figur 19.7: Speendingsvariationer for den massive cirkelring.
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19.8 Resultater for porgs cirkelring

I dette afsnit bestemmes flytninger i den kvarte cirkelring i punkterne vist pa figur 19.8,
svarende til de steder, der males i forseget. Dette gores for alle FEM-modellerne af ringen,
idet den konstitutive matrice fra kapitel 8 benyttes. Ligeledes bestemmes den potentielle
energi 1 den kvarte cirkelring. Belastningen, som disse parametre findes for, er 15 kN pé
den kvarte cirkelring.

uy (0, 48)

Figur 19.8: Placering af punkt, hvor flytninger bestemmes.

I tabel 19.4 ses resultaterne for de to cirkelringmodeller, hvor der er valgt tilstrekkelig
mange elementer til at fejlen er minimal, jf. kapitel 13.5. Det ses, at storrelsen af flytnin-
gerne ikke @ndres meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske meto-
der og forsegene anvendes resultatet fra Q8r-modellen.

FEM-model %, [mm] u, [mm] I, [Nmm]
Q4r 0,0275250 -0,0439155 -1042,7
Q8r 0,0275277 -0,0439190 -1034,1
SHEr 0,0292041 -0,0440662 -

Tabel 19.4: Resultater fra poros cirkelring.

Spendingsvariationerne i den massive og porese cirkelring er identiske, idet spaendingsva-
riationen ikke afhanger af materialekonstanterne, jf. afsnit 13.6 og 13.7. Pa baggrund af
dette henvises til figur 19.7 for spendingsplot.
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Kapitel 20 Forsggsresultater for cirkelring

Til verificering af de numeriske og analytiske beregninger er der for cirkelringen udfert
forseg, hvor forsegsopstillingen er vist pa figur 20.1.

Figur 20.1: Massiv cirkelring med flytningsmdlere.

Belastningen pd bade den massive og porese cirkelskive piferes af to omgange med be-
lastningerne henholdsvis 0 til 15 kN og 0 til 30 kN. Forsggselementet udstyres med to flyt-
ningsmaélere pd hver side, hvorved det er muligt bestemme flytningen i henholdsvis vandret
og lodret retning, forseg 6, hvilke bestemmes ved formel (20.1) og (20.2).

P=447.u, (20.1)

P=801u, (20.2)

Flytningerne ved en belastning pa 30 kN bestemmes jf. formel (20.1) og (20.2).

u, =£=0,07 mm
447

u, :£20,04 mm
801
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For den porese cirkelring fremgér forsegsopstillingen af figur 20.2.

Figur 20.2: Poros cirkelring med flytningsmdler.

Databehandlingen er foretaget analogt til den massive cirkelring, hvorved flytningerne i
lodret og vandret retning bestemmes ved henholdsvis formel (20.3) og (20.4). For nermere
oplysninger om forsggsopstilling og resultater henvises til forseg 7.

P=238-u, (20.3)

P=410-u, (20.4)

Flytningerne ved en belastning pa 30 kN bestemmes jf. formel (20.3) og (20.4).

u, =£=O,13 mm
238

u, =£=0,07 mm
410
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Kapitel 21 Sammenligning af resultater

I dette kapitel sammenlignes de analytiske udtryk, numeriske modeller og maleresultater
fra laboratorieforseg for cirkelringen.

Fra Bernoulli-Euler- og Timoshenko-bjelketeorien samt laboratorieforseg fremkommer et
udtryk for deformationen, hvor de numeriske modeller og Ritzmetoden fremkommer med
bade en deformation og en vardi for den potentielle energi. Pa baggrund af disse resultater
foretages sammenligningen.

21.1Sammenligning af flytninger

Ved laboratorieforseg er flytninger mélt i punkterne angivet pa figur 21.1, hvorfor disse
benyttes som referencepunkter for sammenligningen. Dette gor sig gaeldende for bade den

massive og porese cirkelring.

v

P

uy (0, 48)

ux (48, 0)

Figur 21.1: Angivelse af punkter hvor deformeringen bestemmes.

I tabel 21.1 er flytningen og den potentielle energi opskrevet for de forskellige metoder og
pa figur 21.2 er udbgjningen optegnet.

lement Massiv Pores
Metode u, [mm] u, [mm] I, [Nmm] | u, [mm] [mm] I1, [Nmm]
B-E (ana.) 0,05 - - -
Timosh. (ana.) 0,02 - - - - -
Ritz gt 3 0,005 -0,01 -98,3 0,008 -0,02 -140,7
Num. (QS8) 0,02 -0,03 -711,8 0,03 -0,04 -1042,7
Forseg 0,07 -0,04 0,13 -0,07 -

Tabel 21.1: Flytninger og potentiel energi for udvalgte metoder
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Figur 21.2: Udbajning skaleret 400 gange.

Det ma forventes, at den mélte udbejning er den rigtige, trods cirkelringen i forseget er pa-
virket af en last virkende over et lille areal, hvorimod de beregnede modeller tager ud-
gangspunkt 1 en punktlast. Dette kan ogsa vere forklaringen pé, at det er Bernoulli-Euler
teorien der, frem for den numeriske model, kommer naermest den vertikale flytning, hvilket
m4 siges at vere overraskende, da Bernoulli-Euler teorien er den simpleste af metoderne.
Det viser sig imidlertid ogsé ved den vandrette flytning at den numeriske vaerdi er bedre
end Bernulli-Euler, hvor Timoshenko viser sig bedst, jf. desuden figur 21.2. Den darligste
estimering af flytningen ses tydeligt, at veere Ritzmetoden, hvilket ikke automatisk ger me-
toden dérlig, men indikerer, at polynomier og sinus- og cosinusfunktioner er darlige get pa
deformationen. Ligeledes bemarkes, at den potentielle energi ved Ritzmetoden ligger langt
fra den potentielle energi beregnet numerisk, hvilket kan skyldes en manglende udbgjning
for Ritzmetoden, der medferer mindre potentiel energi.
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Kapitel 22 Konklusion

I rapporten er der lavet en analyse af en reekke aluminiumsskiver og enhedsceller. Analy-
sen er foretaget ud fra en reekke analytiske udtryk, numeriske beregninger samt forsgg ud-
fort 1 fuldskala. I det folgende konkluderes der pé de forskellige metoder og de dertilho-
rende resultater. Overordnet er der behandlet to forskellige materialer i form af massivt
aluminium og et porest materiale, der er udfert i samme aluminium blot med en raekke hul-
ler, der imiterer en porgsitet. Samtidig er der i1 forbindelse med den péferte last foretaget en
simplificering, idet der i forseget er pafert en linielast, mens der i de numeriske og analyti-
ske beregninger er regnet med en punktlast.

I det folgende bestemmes de optimale metoder til losning af henholdsvis flytninger og
spaendinger for skiverne og cirkelringen, mens den mest optimale metode til bestemmelse
af materialeparametrene findes for enhedscellen. En optimal metode defineres som den
metode, som er simpel og let at opstille, men stadig leverer et ”godt” resultat.

22.1 Enhedscelle

Estimeringen af elasticitetsmodulen for det porese materiale er foretaget ved anvendelse af
analytiske og numeriske metoder. Analytisk benyttes Gibson Ashby, Voigt, Reuss, Dilute
og den selvkonsistente metode. Voigt og Reuss giver ovre- og nedrevardilesninger, hvoraf
det kan konkluderes, at Dilute estimatet ikke kan anvendes ved porgsiteter over 0,66, mens
den selvkonsistente metode ikke kan benyttes ved poresiteter over 0,33. Til verificering af
de analytiske estimater blev der foretaget forseg, hvor sammenligning viser, at ingen af de
analytiske estimater giver gode resultater. Imidlertid giver Dilute og Gibson Ashby de for-
holdsvis bedste estimater, specielt ved lavere poresiteter. P4 baggrund af dette kan det
konkluderes at Gibson Ashby er det bedste estimat da dette er simplere at opstille end Di-
lute estimatet. Ved sammenligning af Gibson Ashby og de numeriske resultater i forhold til
eksperimentelle ligger estimaterne lige langt fra. P4 baggrund af dette konkluderes, at Gib-
son Ashby er den bedst metode, idet de numeriske beregninger er mere komplicerede. Det
skal imidlertid bemerkes at Gibson Ashby ikke giver et estimat for Poissons forhold, hvil-
ket ikke har veeret muligt at sammenligne med eksperimentelle resultater.

22.2 Cirkelskive

De analytiske udtryk for cirkelskiven er opstillet ved Ritz-metode, kompleks funktionsteori
samt Fourier reekkeudvikling. I Ritz-metoden er der gattet pd en rekke flytningsfelter i
form af polynomier. Dette er en forholdsvis simpel metode, der relativt hurtigt kan opstil-
les. Flytningerne bestemt ved de bedste gt er cirka halvdelen af de mélte flytninger. Dertil
kommer, at den potentielle energi bestemt ved Ritz-metoden er langt fra FEM beregnin-
gerne, hvorved det kan konkluderes, at Ritz-metoden ikke har nogen praktisk anvendelse
ved gat pa polynomier. Det afvises ikke, at der kan forekomme andre analytiske udtryk af
flytningerne, der kunne minimere fejlen.
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Spandingerne beregnet med den komplekse funktionsteori og Fourier raekkeudviklingen
bygger begge pd Airy’s spe&ndingsfunktion. Forskellen er indferelsen af lasten 1 ligninger-
ne. Ved sammenligning af de beregnede vardier af spendingerne for de to modeller ses, at
forskellen er minimal. Dertil kommer, at en sammenligning med FEM beregningerne viser,
at spaendingerne beregnet med den komplekse funktionsteori og Fourier rekkeudviklinger-
ne naesten er sammenfaldende. Derfor vurderes disse matematiske udtryk at vere gode til
beregning af spendingerne i cirkelskiven. Den ngjagtige udledning af ligningerne til Fou-
rier og kompleks funktionsteori er ud over dette semesters indhold og det anbefales derfor
at fraveelge disse metoder.

Cirkelskiven blev modelleret med fire FEM-modeller, en bestaende af firkantselementer
med konstant tgjningsfordeling i elementet (Q4-model), en bestdende af firkantselementer
med lineert varierende tojningsfordeling i elementet (Q8-model), en model bestdende af
trekantselementer med lineart varierende tgjningsfordeling i elementet (LST-model) samt
en model bestdende af spendingshybride Q4 elementer. De fire modeller konvergerer mod
den samme veardi af flytninger og spendinger, nar antallet af elementer oges, men det viser
sig, at det spendingshybride element laver numeriske fejl, nar modellen opbygges af over
4000 elementer. Samtidig viste det sig mod forventning, at det spendingshybride element
konvergerede langsomt pa spandingerne, og derved antages den bedste af modellerne at
vaere LST-modellen, der konvergerer hurtigst af de tre modeller. FEM-modellerne er sim-
ple at anvende, men det kan vare besvarligt at opstille modeltopologien. Fordelen ved
FEM-modellerne er, at nér forst topologien er opstillet, kan alle relevante resultater bereg-
nes, sdsom flytninger, spendinger, tejninger samt potentiel energi.

22.3 Cirkelring

Ved antagelse om at cirkelringen er en bjelke, kan Bernoulli Euler bjelketeori samt Ti-
moshenko bjalketeori anvendes til at opstille analytiske udtryk for flytningen af cirkelrin-
gen. Dernest er Ritz-metoden anvendt som en analytisk lesning. Det viser sig, at Bernoulli
Euler bjelketeori ved anvendelse af de generelle tejningsrelationer giver en ret precis
vardi for flytningen. Dette er lidt imod det forventede, idet l&ngde-breddeforholdet hen-
vender sig bedre til Timoshenko bjaelketeori. Flytningen beregnet ved Timoshenko bjalke-
teorien viser sig, at vaere storre end flytninger ved alle andre modeller. Det vurderes derfor,
at Bernoulli Euler bjelketeorien er en udmerket analytisk lesning til cirkelringen. Det be-
merkes, at det kan vere tilfeldigt, at Bernoulli Euler flytningen er s& god, idet bjelkens
leengde-breddeforhold som sagt ikke er inden for bjelketeoriens normale gyldighedsomra-
de.

Ritz-metoden viser sig ogsé her at have sterre fejl pa flytningen samt den potentielle ener-
gi. Derfor kan det ligeledes konkluderes, at gaet pd polynomier samt sinus og cosinus funk-
tioner i forhold til Ritz-metoden ikke er en god lgsning til problemstillingen.

Cirkelringen er modelleret med fem FEM-modeller, en bestaende af firkantselementer med
konstant tegjningsfordeling i elementet (Q4-model) og en bestdende af firkantselementer
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med lineart varierende tojningsfordeling i elementet (Q8-model), en bestdende af span-
dingshybridelementer (SHE-model) samt en Bernoulli Euler- og en Timoshenko-
bjelkemodel. De to bjelkemodeller modellerer cirkelringen meget stift nir antallet af ele-
menter ogges. De tre gvrige modeller konvergerer mod den samme verdi af flytninger og
spendinger, ndr antallet af elementer oges. Den bedste af modellerne er Q8-modellen, der
konvergerer hurtigst.
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Bilag A  Straingage teori

I dette bilag beskrives teorien for straingages og deres anvendelse til eksperimentel be-
stemmelse af materialeparametre. Bilaget er skrevet 1 henhold til [Pilegaard, 1998]. An-
vendes anden kilde er dette anfort.

A.1 Straingages

En straingage, jf. figur a.1, er et ledende materiale der, pasat pé et legeme udsat for en de-
formation, deformeres med legemet. Registreringen af deformationen sker ved en forlen-
gelse eller sammentrykning af straingagen, hvorved straingagens tvarareal, lengde og
elektriske modstand @ndres. Andringen 1 modstanden kan méles og omregnes til en tej-
ning. P& figur a.1 vises en principskitse af en enkeltgage og en rosettegage, tilsvarende
dem der benyttes i forsegene. Det noteres, at rosettegagen maéler i ét punkt, men er her illu-
streret med de tre gages forskudt for at tydeliggere skitsen.

Enkelt gage Rosette gage

Effektiv
leengde

ML

a0

Figur A.1: Principskitse af en Enkeltgage og en Rosettegage.

Péfores gagen en forlengelse vinkelret ind pa maleretningen, sker der en lille forleengelse i
tvaerretningen og derfor et bidrag til den samlede malte tojning. Denne ses der bort fra, da
den antages lille.

Der opskrives et udtryk for tejningen 1 henhold til @ndringen i modstanden. Forst defineres
modstanden, R, ved formel (A.1).

R=p= (A.1)

yo, er den specifikke modstand af materialet
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A er tvarsnitsarealet af materialet
L er lengden af materialet

En @ndring 1 modstanden kan tilnermelsesvis opskrives ved formel (A.2).

za—RAp+a—RAL+a—RAA
0 oL 0

P A (A.2)
L ppiPaL-prLad
AT

£

Divideres der igennem med R fés formel (A.3).

AR 1 1 1
o Ap+—AL-——AA A3
P y (A.3)

R p

I det folgende antages lederen at vaere en cirkuler trdd, hvorfor et udtryk for den deforme-
rede diameter kan skrives som formel (A.4).

d,, =d(1-vAg) (A.4)
hvor

1% er Poissons forhold for ledningsmaterialet

d er den udeformerede diameter

Ae er endringen i leengdetojningen

Herfra kan formel (A.5) opskrives for arealeendringen i forhold til det udeformerede areal.

M Ay —A xd’(1-vAe) —zd’
A 4 zd? (A.5)
=2VAe +Vv? (A8)2

Forudsazttes sma tgjninger bortkastes sidste led 1 formel (A.5), hvorved formel (A.6) kan
opskrives.

% =-2VAe (A.6)
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Med formel (A.6) kan (A.3) skrives som formel (A.7).

%=%+(1—2V)A8 (A.7)

Hvor forste led pa hejresiden er strukturaendringen og andet led pa hejresiden er tgjningen.

Herfra indferes gagefaktoren, K, sdledes formel (A.7) skrives som formel (A.8)

AR
?:KgAg (A.8)
hvor
Ap
K, =—L-+(1+2v
g Aé‘ ( )

Gagefaktoren kan bestemmes eksperimentelt, men opgives sedvanligvis af fabrikanten af
straingagen.

Ovenstiende udledning gor sig geeldende for bdde enkeltgages og rosettegages, men hvor
enkeltgages kun maler i en retning., méler rosettegages i tre retninger, idet rosettegages kan
betragtes som sammensat af tre enkeltgages jf. figur a.2, hvorfor tvartejningen kan be-
stemmes ved formel (A.9), [Foley, 2004].

Figur A.2: Rosettegage mdleretninger.
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&, =&, cos’(0)+ £, sin® (0) + £, COS (20) (A.9)
hvor

Enn er den malte tejning for en given gage i Rosettegagen

0 er gagens vinkel

Tvertejningen kan herfra findes ved formel (A.10).

& —En cos” (0)—¢,, sin(6)
£, = '
i sin(20)

(A.10)

A.2 Wheatstone bro

Til registrering og maling af endringer i straingagen benyttes en Wheatstone bro, jf. figur
a.3. En Wheatstone bro er et kredsleb, der benyttes til maling af relative a@ndringer i mod-
stande og er derfor velegnet til straingages.

2
R12 R24
S)
1 \Ll 4 Ve
output
&)
R13 R3 4
3

Figur A.3: Skitse af Wheatstone bro.

Den pigeldende Wheatstone bro virker ved at pasatte en bro-spanding, V., over punkter-
ne 2 og 3. Herfra lober stremmen via 1 og 4 til output spendingen, V. Mellem punkt 1,2,3
og 4 iszttes modstande 1 form af eksempelvis straingages, hvorfor der kan registreres en
spaendingsforskel ved output spandingen i henhold til @ndringen i modstanden, jf. afsnit
A.1. Modstandene er repraesenteret ved Rja, Ri3, R34, 0g Ros pé figur a.3. Modstanden fra
punkt 1 til 4 antages si stor, at streammen mellem punkt 1 og 4 forventes at vaere lig 0.
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Til bestemmelse af V), findes forst spendingsfaldet over strekningerne 1-2 og 2-4.

Vi=V,=V,o08V,=V,-V,
U
o=V,=V,=V,-Vy

Da stremmen i punkt. 1, 2 og 3 er konstant haves fra Ohms lov formel (A.11).

Vo=Ry,-1 (A.11)

Dette medferer formel (A.12).

V =(R12+R13)-I

e

U (A.12)
o Ve
R12 +Rl3

Indsettes (A.11) 1 (A.12) fas (A.13). Ovenstdende gores analogt for den anden side af bro-
en, hvorfor formel (A.14) kan skrives.

pe (A13)
RlZ + R13
R
Vi =7V, (A.14)
R24 + R34
Output spaendingen kan nu opskrives som formel (A.15).
R,R,,—R,R
V():Vlz_Vz4: 127734 247113 (AIS)

(R12 +R13)(R24 +R34) ‘

Broen er balanceret hvis output sp@ndingen er 0, hvilket medferer folgende.

R,Ry, = Ry R,
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ZAndres modstandene nu med storrelserne AR,,, AR,,, AR, og AR,, fis formel (A.16).

v~ Zong, + Long + Lo pp, 1+ Do pg, (A.16)
aRl2 aRl?a aR34 6R24

Ses pa forste led pa hejresiden I formel (A.16), kan dette omskrives til formel (A.17) ved
differentiation af formel (A.15).

Voo Ry (A.17)
aRlZ (R12+R13)

Dette gores analogt for de andre led, hvilket medferer at formel (A.16) kan skrives som
formel (A.18).

AV, :l(ARlz _ARB +AR34 _ARMjVe (A.18)
4\ R, R Ry, Ry,

Modstands@ndringen i en straingage kan ifelge (A.8) skrives som (A.19).

% =K, As, (A.19)

Indferes dette I formel (A.18) fas formel (A.20).

K
AV, :T’>'(Ag12 —Ag,+Aey, —Asy, )V, (A.20)

Ved anvendelse af enkeltgages opstilles en kvartbro, hvor der kun anvendes én straingage i
modsetning til halv- eller fuldbro, hvor henholdsvis to og fire straingages monteres. I ste-
det indsaettes konstante modstande mellem de resterende punkter. Dette betyder, at formel
(A.20) kan reduceres til formel (A.21), safremt gagen pdsattes mellem punkt 1 og 2.

K
AV, :Tg(Agn)Ve (A.21)
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Bilag B Virtuelle flytningers princip for
krumme bjeaelker

Formélet med dette afsnit er at vise det virtuelle arbejdes princip geldende for krumme
bjaelker. Til dette benyttes virtuelle flytningers princip, VFP, hvor der tages udgangspunkt i
bjelkens differentialligning og statiske feltligninger. Ydermere bestemmes sammenhan-
gen mellem flytninger og tejninger.

B.1 Geometriske overvejelser og antagelser

Den geometriske model for cirkelringen er illustreret pd figur b.1, som viser et infinitesi-

malt udsnit, der spender over vinklen dé .

©, (7

Figur B.1: Geometrisk model og betegnelser for leengder, vinkler og kreefter.

K

P& figur b.1 er n en jevnt fordelt aksial linielast, og g er en jevnt fordelt linielast, der vir-
ker pé tveers af bjelkeaksen.

Ved arbejde med infinitesimale udsnit, hvor der benyttes sma vinkler, antages folgende at
galde:

do* =0
ds> ~0
cosdf ~1
sindf ~d@

Ud fra den geometriske model opstilles sammenhangen mellem vinkeleendring og bue-
leengde 1 formel (B.1).
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40 _ &5 ds=do.r (B.1)
2r  m-2r
hvor
do er vinkelendringen
ds er lengden af bjelkeudsnittet
r er radius af cirkelringen

De simplificerede konstitutive ligninger givet ved formel (B.2), (B.3) og (B.4) er geldende
for plane, retlinede bjelker, og antages ogsa gaeldende for krumme bjzlker.

N=FE-A-¢ (B.2)

M=E-I-«x (B.3)

V=G4 y (B.4)
hvor

N er normalkraften

E er elasticitetsmodulen

A er tvaersnitsarealet

e er normaltgjningen

M er momentet

1 er inertimomentet

K er krumningstejningen

V er forskydningskraften

G er forskydningsmodulen

Ay er forskydningsarealet

Y er forskydningstejningen

Sammenh@ngen mellem tgjninger og flytninger for plane retliniede bjelker, kan ikke over-
fores direkte til krumme bjalker, idet tojningerne og flytningerne ikke influerer pd samme
made. Eksempelvis gelder formel (B.5) for krumme bjalker.

d’w(x)

K *
() dx?

(B.5)

B.2 Opstilling af de virtuelle flytningers princip

Ved brug af sterrelserne angivet pa figur b.1 kan ligevegtsligningerne opstilles. Der tages
udgangspunkt i punktet A, der indeholder krafteendringerne, og derved findes henholdsvis
ligning (B.6), (B.7) og (B.8).
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O:N’—1V+n (B.6)
r
, 1
0=V"+—N+g¢q (B.7)
r
0=M"+V (B.8)

De tre ligningssystemer (B.6), (B.7) og (B.8) benyttes efterfolgende ved opstillingen af det
virtuelle arbejdes princip for den krumme bjalke ved Timoshenko bjaelketeori. Derefter er
det muligt at bestemme princippet for Bernoulli-Euler bjelketeori ved at sette forskyd-
ningsdeformationer lig nul, hvorved V elimineres.

De tre ligningssystemer multipliceres med de tre kontinuerlige funktioner da, Jf og dy,
hvor ¢ angiver en variation. Herefter summeres leddene, hvorved formel (B.9) fremkom-
mer.

0:(M’+V)5a+(N’—lV+nj5ﬂ+(V’+lN+q)@/ (B.9)
r r

Udtrykket integreres med hensyn til ds.

0=jb(M'+V)5a-ds+jb(N'—lV+nj5ﬁ-ds+jb(V'+lN+qjdy-ds
a a ’/‘ a ’/‘

Funktionerne da, df og oy multipliceres pa de enkelte led og efter et par delvise integratio-
ner over de paferte rande fremkommer formel (B.10).

0=[Msa] ~ [ Méa'-ds+ [ Véa-ds
+[NSB] j NSB' - ds j Vs + j ndpB - ds (B.10)

+[ver] jV&y ds+j Ny ds+j qoy - ds

Udtrykket omskrives.
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0=[Msa]’ —ij5a'-ds+j”V(5a—15ﬂ—5y'jds
a a ]/‘

+[Nop] + [ bN(—éﬂ’+15yjds
a r

+ [V§7/]Z + Lb nop - ds + J-: qdy -ds

Ligningssystemet opskrives med det indre virtuelle arbejde pa venstresiden og det ydre vir-
tuelle arbejde pé hejresiden, hvorved formel (B.11) fremkommer.

b b 1 b 1
[ Moo -ds+ | N(5ﬂ'——57jds+'[ V(—5a+—5,6’+57'jds:
a a ’/' a ’/‘

(B.11)

["q67-ds+ [ nep-ds+[Méa] +[N&BL +[V 7]

Leddene 1 formel (B.11) kan rent fysisk fortolkes som falgende.

[ Moa-ds
ij(aﬂ'—ldyjds

a r
ij[—5a+15ﬂ+5y'jds
a r

Iabq5y-ds

["nep -ds
[M 50:]3

(NoB), . [Var,

er det indre virtuelle arbejde af snitmomentet og

krumningstejningen.

er det indre virtuelle arbejde af normalkraften og

normaltgjningen.

er det indre virtuelle arbejde af forskydningskraften

og forskydningstejningen.

er det ydre virtuelle arbejde af belastningen, g, og

flytningen.

er det ydre virtuelle arbejde af belastningen, n, og

flytningen.

er det ydre virtuelle arbejde af endemomenter og en-

derotationer.

er det ydre virtuelle arbejde af endekrafter og en-

deflytninger.
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For at give da, 0 og Jy en fysisk betydning, betragtes da som en virtuel rotation, dw, og Jf
betragtes som en virtuel normalflytning du. Jy betragtes som virtuel tverflytning ov.

oo = ow
opf =ou
oy =0v

De virtuelle flytningers princip opskrives med de indferte fysiske betydninger.

r

b b 1 b 1
jM&w'-dHJ N(au'——av)dmj V(—§a)+—5u+5v'jds:
“ “ r “ (B.12)

Ibq5v -ds + Ibn5u -ds + [M&‘)]Z + [N5u]z + [Vé'v]z

Idet momentets arbejdskonjugerede er krumningstgjningen, ox, normalkraftens arbejdskon-
jugerede er normaltgjningen, de, og forskydningskraftens arbejdskonjugerede er tvertoj-
ningen, o¢, kan felgende udledes af formel (B.12).

oK = o0 (B.13)
5€=5u’—l5v (B.14)
r
5(0=—5a)+15u+5v' (B.15)
r

Det virtuelle arbejdes princip for den krumme Timoshenko bjelke kan herefter opstilles
som formel (B.16) med hensyn til buelengden ds.

b b b
[ Moic-ds+ | Noe-ds+[ Vp-ds =

‘ ¢ ¢ (B.16)
Ibqé'v -ds + Ibné'u -ds + [Mé'a)]z + [Né'u]: + [V5v]z

Hermed er det virtuelle arbejdsprincip vist geldende ved Timoshenko bjelketeori, hvilket
betyder, at teorien kan anvendes til bestemmelse af flytninger og tejninger.

Safremt, det kun enskes at arbejde med Bernoulli-Euler bjelketeori, sattes forskyd-
ningstgjningen lig nul, hvorefter henholdsvis formel (B.17), (B.18) og (B.19) findes ud fra
formel (B.13), (B.14) og (B.15).

5g=5u’—l5v (B.17)

r
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5(0=0=—5a)+l5u+5v'
r

(i (B.18)
&o=l§u +ov'
r
1
oKk =ov"+—u' (B.19)

180



Bilag C — Finite Element Method

Bilag C Finite Element Method

I dette bilag beskrives FEM teorien, Finite Element Method, for kontinuumer som eksem-
pelvis aluminium. Det valges at se pa FEM teorien ved benyttelse af den potentielle energi
med henblik pa en senere anvendelse til opbygning af skiveelementer. De generelle kilder
til bilaget er [Byskov, 2002a] og [Byskov, 2002b].

C.1 Potentiel energi for et elastisk kontinuum

Den potentielle energi for et elastisk kontinuum bestér af tojningsenergi i selve massen og
potentiel energi for paferte ydre laster. Udtrykket for den totale potentielle energi, som i
det folgende benzvnes I1,, kan benyttes til at formulere elementers stivhedsmatricer,
spaendinger samt knudelaster. Den potentielle energi for et hyperelastisk materiale 1 det tre-
dimensionelle tilfeelde er givet ved formel (C.1), jf. figur c.1.

I, @)= [W(y,)dv - [ quadv - [ Tuds (C.1)

Sy

hvor

I W(ydv er den indre potentielle energi fra tojningerne, v;;
14

.[ qudV er den ydre potentielle energi fra foreskrevne massekrefter
)

_[ TudS er den ydre potentielle energi fra foreskrevne overfladekraefter
ST

w(y,) er funktionen for tejningsenergi

7 er Lagrangetejningen

14 er voluminet af kontinuumet

7 er foreskrevne massekreefter

u, er flytninger

T, er foreskrevne overfladekrafter

S er omkredsen af kontinuumet
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Figur C.1: lllustration af kontinuum.

Ved at betragte formel (C.1) ses, at 11, for et givet kontinuum med en given last, ikke af-
hanger af spendingerne, men kun af de kinematiske storrelser, specielt flytningerne u,, og
tojningerne y;. Ved at tage variationen af tejningerne er det ud fra (C.1) muligt at finde den
generelle formel for de virtuelle flytningers princip.

For et linezrt hyperelastisk materiale er den indre potentielle energi givet ved formel (C.2),
hvor der ved hyperelastiske materiale menes, at spendingerne er uathangige af tojninger-
nes historie.

1
W(%,) = EDijklygjykl (CZ)
hvor
Dy, er en fjerde ordens tensor
Vo er Lagrange tojningen, givet ved y,, =5, , +u,,)+5u, U, ,

Inden der arbejdes videre med den potentielle energi, valges det kort at analyseres Lagran-
getgjningen, som bestdr af henholdsvis den infinitesimale tejningstensor, &,,, og infinite-
simale rotationstensor, @y, jf. formel (C.3) og formel (C.4).

M
Il

mn %(um,n + un,m) = gnm (C.3)

S

i %(um,n _un,m) = _a)nm (C4)

Ved antagelse af smé tejninger, moderate sma rotationer samt linezre materialeteorier, ha-
ves formel (C.5).

7mn ~ gmn (C'S)
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Derved kan formlen for den indre potentielle energi 1 formel (C.2) omskrives til (C.6).

1
W(e,)= ED[jklgijgkl (C.6)

I den videre teori simplificeres til det plane tilfelde, specifikt plan spaendingstilstand, da
spendingerne ud af planet 6,, = 6y, = 6y, = 0, mens tgjningerne ud af planet er forskellig
fra nul. Derved kan ligningen for den potentielle energi omskrives til formel (C.7), hvor
der er skiftet til graeske indeks, som antager vaerdierne 1 og 2.

I, (1) =3[ D,y s, 5dA—t | Gu,dA~ | T,u,dS (C.7)
A A

Sr
Derved kan tgjningstensoren skrives som (C.8), ved brug af (C.3).

E,p =%(ua)ﬂ +uﬂ,a> (C.8)

Ydermere er de konstitutive forhold for et isotropt materiale grundet symmetri og linearitet
givet ved (C.9).

1 v 0
E
D]=——|v 1 0 (C.9)
1o 0 (1-w2

I det folgende vaelges at omformulere tensorformen til matrixform, hvor felgende definiti-
oner benyttes, jf. formel (C.10) og (C.11).

& U,
e} =1 &, 1=1 uy, (C.10)
2¢, Uty
{u}:{z} (C.11)
Det er nu muligt at formulere formel (C.12).
I, ({u}) =4[ {e} [DVe}da—t[{u} {g}da—t[ {u)" {z}ds (C.12)
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For at muliggere den videre udledning betragtes nu et vilkérligt element, 1 det fysiske ko-
ordinatsystem, det vil sige der foretages en udledning ud fra det lokale tilfeelde. For ele-
mentet findes en sammenhang mellem flytningen og knudeflytningerne for elementet,
hvor knudeflytningen svarer til antal frihedsgrader. Sammenhangen mellem de to sterrel-
ser findes gennem formfunktioner, som samles i en matrice kaldet funktionsmatricen givet
ved formel (C.13), jf. figur c.2.

VA

X,U

Figur C.2: lllustration af et element i det fysiske koordinatsystem, hvor hver knude har to frihedsgrader.

(u) =[N){d) (C.13)
hvor

{u} er knudedeformationen

[N] er funktionsmatricen

{d } er knudeflytningerne
Formel (C.10) udskrives til formel (C.14).

{e} =[0]{u} (C.14)

Ved at kombinere formel (C.13) og (C.14) findes formel (C.15).

{e} =[B]{d} (C.15)
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Ved at inds@tte det nye udtryk for tejningen givet ved formel (C.15) og (C.13) i formel
(C.12) findes formel (C.16).

o (C.16)

Ved indfering af funktionsmatricen blev et enkelt element betragtet. I det efterfolgende be-
tragtes N antal elementer, hvorved formel (C.16) kan omskrives til (C.17).

I, ({uh =+ 3¢ {a)’ [B]T[D][B]{d}dA—nit [{a} INT {g}da

- Z{d}T t[INT {z}ds (C.17)
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Formel (C.17) er den endelige form for potentiel energi for det enkelte element, hvilket vil
blive benyttet i det folgende. Det er muligt at transformere elementets stivhedsmatrice til
systemniveau ved at benytte elementets transformationsmatrix, [7], som er forskellig for
hvert element i beregningsmetoden. Transformationen er givet ved formel (C.18).

(K], =[T1,"[k],[T], (C.18)

Her er dimensionen af transformationsmatricen givet ved et antal elementfrihedsgrader og
antal systemfrihedsgrader for henholdsvis raekker og kolonner. Transformationsmatricen
bruges dog ikke i praksis 1 programmeringen, da elementernes position er kendt. Summeres
samtlige stivhedsmatricer for elementerne pé systemniveau, findes systemets samlede stiv-
hedsmatrice givet ved formel (C.19).

[K1=)[K], (C.19)

N
j=

P& samme made transformeres elementernes knudeflytninger, {d}, og lastvektorer, {r}, jf.
formel (C.20), hvorefter formel (C.21) kan opskrives.

v}-1r{a)
{R} _ [T]{f} (C.20)
I (V) =5 V) )=} (=) 21y

For at finde losningen til flytningsfeltet tages variationen af formel (C.21), som kraves lig
nul. Derved opskrives formel (C.22), hvilken benyttes i forbindelse med bestemmelse af
materialeparametrene for enhedscellen.

STL, ((V})={ov} (K1Y} -{R})=0
) (C.22)
[K1{V}={R}

Ligningssystemet (C.22) loses i praksis ved, at der leses flere undersystemer, da kun dele
af henholdsvis flytnings- og lastvektoren er kendt. Dette illustreres ved at betragte et sy-
stem vist ved formel (C.23).
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U (C.23)

I formel (C.23) er en del af indgangene kendt i henholdsvis flytnings- og lastvektoren, ek-
sempelvis {072} og {j_‘l} , og de resterende vardier {d;}og {f>} onskes bestemt. Derved lo-

ses forst ligningssystemet for {d;} og efterfolgende {f>}, jf. formel (C.24) og (C.25).

[kll]{dl}_'_[ku]{JZ} :{ﬁ}

g (C.24)
{dl} = [kn]_l ({-71} _[k12]{‘72})
{fz} :[k21]{d1}+[k22]{‘72} (C.25)

Sidste vasentlige punkt er beregningen af spaendingerne ud fra tejningerne, hvor sammen-
hangen er givet ved formel (C.26).

(o) =[D]{e} (C.26)

Her er tgjningerne allerede kendte ud fra (C.15), hvorved spandingerne bestemmes ved
formel (C.27).

{o}=[D][B]{d} (C.27)
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BilagD  Isoparametriske  lineere  tgj-
ningstrekanter

I dette bilag behandles teorien for lineere tojningstrekanter, som er flytningsbaserede iso-
parametriske elementer til brug i CALFEM. Formélet er gennem péfering af flytningsfelter
pa elementet at bestemme elementets stivheds- og spa&ndingsmatrice. Programmeringen af
elementet benyttes til at opbygge enkelte FEM modeller. Som kilde anvendes [Cook,
2002], og sdfremt en anden kilde er benyttet, er dette anfort. Beregningstiler findes som
cd-bilag.

D.1 Elementets egenskaber

En lineer tojningstrekant, LST element (Linear Strain Triangle), er vist pa figur d.1. Det
specielle ved LST elementer, 1 forhold til konstant tejningstrekanter, CST elementer
(Constant Strain Triangle), er, at kanterne 1 LST elementet beskrives ved andengradspoly-
nomier, mens de ved CST elementet beskrives ved forstegradspolynomier. LST elementer-
ne er isoparametriske, da de udover at have kurvede sider ogsé har den egenskab, at bade
elementernes geometri og flytninger defineres ud fra samme formfunktioner.

Vs

Figur D.1: LST element i fysiske koordinatsystem.

Det ses pa figur d.1, at LST elementet har seks knuder, hvor hver knude har to frihedsgra-
der. Knuderne udger tre hjerneknuder og tre sideknuder, hvor frihedsgraderne benavnes u;
og v;. For at redegore for hvorfor LST elementet har linezre tojninger, betragtes et element
1 det fysiske koordinatsystem, jf. figur d.1. Flytningens variation over elementet udtrykkes
ved formlerne (D.1) og (D.2), da der er tale om en trekant, hvis kanter udtrykkes ved an-
dengradspolynomier.
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u:pl+p2x+p3y+p4x2+p5xy+p6y2 (D.1)

V=g, +q2x+q3y+q4x2 +q5)cy+c]6y2 (D.2)
hvor

p,0gq, er funktioner af frihedsgraderne

De generelle tgjnings-flytningsrelationer er givet ved formlerne (D.3), (D.4) og (D.5).

ou
g = — D.3
S (D.3)
ov
gyy:@ (D.4)
2¢,, :a_u_’_@ (D.5)
0y Ox

Ved at kombinere formlerne (D.1) og (D.2) med (D.3), (D.4) og (D.5) bestemmes formler-
ne (D.6), (D.7) og (D.8).

En =Dy +H2p X+ psy (D.6)
£, =q+2q,y+qsx (D.7)
26, =py+q,+(ps +24,)x+(2ps+q5) v (D.8)

Formlerne beskriver, at elementets tojning varierer linezrt ved deformation, da de er de
partielt afledte af flytningsfunktionerne, som er af anden orden, og elementets kanter de-
formerer som andengradskurver. Geometrien er givet ved figur d.1.

De definerede udtryk er geeldende for elementer i det fysiske koordinatsystem, men da det
er matematisk kompliceret at beskrive elementets egenskaber, blandt andet stivhedsmatri-
cen, ud fra dette system, velges det at placere elementet i et hjelpekoordinatsystem med
de dimensionslese koordinater ¢ og #. Derved flyttes beskrivelsen fra et koordinatsystem,
det fysiske, ind i et referenceelement. Ulempen ved at foretage beskrivelsen i dette element
er, at der senere skal tages hejde for koordinattransformationer ved udledning af tejnings-
flytningsmatricen og derved bade stivhedsmatricen og spandingsmatricen. Bestemmelsen
af elementets stivhedsmatrice samt spaendinger sker da gennem folgende punkter:
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e Elementet placeres i1 et dimensionslest koordinatsystem, hvorefter dets formfunktio-
ner opstilles.

e Transformationsbetingelser med henblik pd bestemmelse af stivhedsmatricen opstil-
les.

e Opstilling af elementets tojnings-flytningsmatrice.

¢ De konstitutive forhold fastlegges.

¢ Elementets stivhedsmatrice opstilles.

¢ Elementets spendingskomponenter bestemmes.

D.2 Elementets formfunktioner

For at bestemme elementets stivhedsmatrice skal LST elementets formfunktioner forst de-
fineres og opstilles 1 funktionsmatricen, [/V]. Som tidligere navnt opstilles elementet og
derved formfunktionerne pa baggrund af de dimensionslese hjelpekoordinater & og #. I det
dimensionslese koordinatsystem kan flytningernes variation over elementet ligeledes ud-
trykkes ved et set af formler, som formel (D.9) og (D.10). Udover et andet sat koordinater
er konstanterne i formlerne (D.9) og (D.10) ligeledes nogle andre end dem fra det fysiske
koordinatsystem.

u=a, +a,é+an+a,é +aln+an’ (D.9)

v=b +b&E+bn+b,E +bin+ba’, (D.10)
hvor

a, og b, er funktioner af frihedsgraderne

Der tages som det forste udgangspunkt i, at LST elementerne er isoparametriske, hvorved
elementernes geometri og flytninger begge defineres ud fra samme formfunktioner. Sam-
menhangen mellem funktionsmatricen, der indeholder formfunktionerne og flytningerne
er udtrykt i formel (D.11).
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oh
Vi
u,(£,17) _{Nl 0 - N, o} |
v,(&.m) 0 N - 0 Ny
Ug
Vs ] (D.11)
hvor
{u} er flytningsfeltet for elementet

{d } beskriver knudeflytningen for de enkelte knuders frihedsgrader

Da LST elementet er isoparametrisk gaelder formel (D.12) ydermere.

{xp=[V]{e}

ii} El

5
Y
{x(f;n)HNl 0 - N, 0} ;
yem| [0 N 0 N
X6
L Vs | (D.12)
hvor
{x} beskriver knudekoordinaterne for et punkt inde i elementet
{c} beskriver de forskrevne knudekoordinater

I begge ligningssystemer med funktionsmatricen er det benyttet, at formel (D.9) og (D.10)
er opbygget af det samme grundlaeggende ligningssystem, men med forskellige st af kon-
stanter, hvorved funktionsmatricen er simplificeret til at indeholde parametrene N, til NV,.
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Funktionsmatricens indhold findes ved at foretage en enhedsflytning af de enkelte knuder 1
henholdsvis u; og v; retningen, jf. figur d.2. Ferst bestemmes sammenhangen mellem de
enkelte knuders flytninger ved at tage udgangspunkt i formel (D.9) og (D.10), som kan
omskrives til formel (D.13).

(D.13)

Indferingen af det dimensionslese koordinatsystem er illustreret péd figur d.2. Her er LST
elementet vist 1 dets grundform med dets knudekoordinater, som er uathengige af den op-
rindelige form eller storrelse af det fysiske element.

(0,1)

(0,%2)

(0,0)

Figur D.2: LST element i det dimensionslose koordinatsystem.

‘n

(72,72)

(72,0)

(1,0)

Det er herefter muligt at bestemme koefficienterne a; frem til a¢, hvorved koefficienterne
b til bs ogsa er defineret. Evalueringen foretages med udgangspunkt i formel (D.9), idet
knudekoordinaterne benyttes.
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u, =u(0,0) =q,
u,=u(l,0)=a,+a, +a,
u, =u(0,1)=a, +a, +a,
1
u, =u(+,0)=q, +§a2 +Za4
11 1

1 1 1
us=u(s,3)=q +5a2 +Ea3 +Za4+za5 +Za6

u, =u(0,7) =q, +%a3 +ia6

Ovenstaende ligningssystemer opstilles pa matriceform.

1 00 0 0 0faq u,
1 101 0 0fa u,
1 01 0 0 Ifa u,
1L 010 0lal |u
L' 7 37 7 3|4 Us
10 5 0 0 Jlae] |u

Ved lgsning af ligningssystemet findes variablerne a; til ag.

a, =u,
a, =4u, —3u, —u,

a, =4u, —3u, —u,

a, =2(u, —2u, +u,)

as =4u, +us—u,—u,)

a, =2(u, —2u, +u,)

P& baggrund af resultatet omskrives formel (D.9) og (D.10) til henholdsvis formel (D.14)
og (D.15).

u(&,n) =u, +(4u, —3u, —u,)S + (dug —3u, —uy)n +2(u, —2u, +u1)§2

(D.14)
+ 4w +ug —ug —u,)En + 2w, —2u, +uy)n’

v(&,m) =y +(4v, =3v, —v,)E +(4vs = 3v, —vy)n + 2(v, — 2v, +V1)§2

(D.15)
+4(, +vs —v,—v,)En +2(v, = 2v, + \/3)772
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I det foregdende er det generelle udtryk for flytningen i forbindelse med funktionsmatricen
givet ved formel (D.11), hvor [N] kan simplificeres grundet sammenhangen mellem for-
mel (D.14) og (D.15) givet ved formel (D.13).

ul
u@&m) [N, 0 - N 0]
w&m| [0 N - 0 N,

u()

V()_

De enkelte formfunktioner, N, til Ng, bestemmes ved enkeltvis at pafere en enhedsflytning,
mens de resterende sa&ttes til 0. Sxttes eksempelvis u, =1 findes N;.

u =1 N, =1-36=3n+28 +4&n+20* = (1= &~ n)(1-2£ - 21)

Flytningen er illustreret pa figur d.3.

Figur D.3: LST element, hvor knude 1 pdfores en vandret enhedsflytning.

De resterende formfunktioner findes pa tilsvarende vis.

u, =1 N, ==5+2£* =825 -1)

uy =1 ,Ny=-n+2n"=n2n-1)

u, =1 N, =4£-48 -4&n=4L01-&-n)
u;=1 ,N,=4&y

ug=1 ,Ny=4n—4n’ -4y =4n(1-&-n)
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Kravet ved at have opstillet LST elementet i det dimensionslese koordinatsystem er, at der
for hvert enkelt punkt i det dimensionslagse system kun ma findes et og kun et dertilherende
punkt i det fysiske koordinatsystem. Dette er illustreret pa figur d.4.

7 XU

Figur D.4: LST element afbildet i henholdsvis det dimensionslose plan til venstre og det fysiske plan til hajre.

Buen med pilene symboliserer, at der kun md findes ét tilhorende punkt i det fysiske ved transformation af et

punkt fra det dimensionslose plan.

D.3 Transformationsbetingelser

Den afgerende forskel mellem afbildningen i det fysiske koordinatsystem og det dimensi-
onslese koordinatsystem er forholdet mellem tgjningerne og flytningerne. Sammenhangen
er ikke ens 1 begge koordinatsystemer grundet gradienterne. I det fysiske koordinatsystem
haves 0/0x, mens der i det dimensionslese haves 0/0& . Sammenhangen skal da seges pa

formen givet ved formlerne (D.16), hvor kaedereglen er taget i brug.

0_005, 00m

ox OE ox On ox
0 _00dn 00¢
dy 0Ondy 050y

(D.16)

Da formfunktionerne netop athanger af begge storrelser, kan formlerne (D.17) defineres.

oN, 0N, ¢ oN, dn

Oox

0F ox

on ox

ON, _ON, 0¢ N, on

oy 0E dy an dy

(D.17)
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Sammenh@ngen i1 formel (D.17) er udgangspunkt for elementets tojnings-flytningsforhold.
Ydermere giver ligningen mulighed for definition af Jacobimatricen, [S] , da formel

(D.17) kan omskrives til (D.18).

o [oe an][N]  [oN,
0 4| O
ox | | ox  ox ¢ :[5]1 &

ani "oz an | an, [T oy,
y oy 9y ]| on on
hvor
[S]_l er den inverse Jacobimatrice.

Selve Jacobimatricen er givet ved formel (D.19).

Nl{ }{ZMélZMﬁ}lgfézj

2Nx 2N,

D.4 Elementets tgjnings-flytningsforhold

Z%%}
ON.

an Vi

(D.18)

(D.19)

For at bestemme tojnings-flytningsforholdet tages der udgangspunkt i de generelle toj-
ningsforhold givet ved formel (D.3) til (D.5), hvilke altid er geeldende. Da LST elementet

har 12 frihedsgrader kan formel (D.20) opskrives.

0, .2

e (&) | & ; Ox

{e}=[0u}=]| ¢, (&) |=| 0 — 0
26, (&,17) v

7 0 0 0

R

(D.20)

Tojningerne er i det givne tilfelde funktioner af hjelpekoordinater henholdsvis ¢ og 7, da
disse er brugt til at bestemme flytningerne. Da sammenhangen mellem funktionsmatricen

og knudeflytningerne er udtrykt ved formel (D.11), kan formel (D.21) opstilles.

(e} =[01{u}
{u} =[N1{d}
U
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(D.21)
{e} =[Bl{d}
hvor i .
% 0 .- ON, 0
ox ox
ON, ON,
B]=|0|[N|=| 0 —L ... 0 b
B-v-| 0 2 y
N, oN, | aN, N,
| 0y Ox oy Ox |

I ligningssystemet (D.21) er de partielt afledte med hensyn til koordinaterne x og y for &V,
givet ved formel (D.17). Derved kan tejnings-flytningsmatricen bestemmes ved forst at
bestemme Jacobimatricen, hvorefter hgjresiden i ligningssytemet (D.18) er givet, da de
partielt afledte formfunktioner i1 forhold til henholdsvis { og # kan findes.

For at tage et eksempel pd udregningen af Jacobimatricen bestemmes indgang J,, .

~ oN,
3, = zgxi = (3 +4E+4n)x, + (48 —)x, —4Q2E — 1 —1)x, + 4px; — 4npx,

D.5 Konstitutive forhold

Sammenh@ngen mellem tejninger og spendinger er givet ved formel (D.22) i form af den
konstitutive matrice, [D].

GX gxx
o, r=[D]y ¢, (D.22)
7, 2€W

LST elementet kan befinde sig i to tilstande henholdsvis under plan tejningstilstand eller
plan spandingstilstand. Derved forefindes to former af den konstitutive matrice givet ved
formel (D.23) for plan tejningstilstand og formel (D.24) for plan spaendingstilstand.

E

= 1-v 0 (D.23)
(I+v)Q-2v)

[D]
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1 v 0
1 0 (D.24)
0

7(1=v)

E

A —

1%
0

D.6 Elementets stivhedsmatrice

Ved brug af Jacobimatricen og derved Jacobideterminanten, S:det([S]), kan formel

(D.25) opstilles, hvilken er geeldende for det dimensionslese koordinatsystem, da det virke-
lige areal er transformeret om til enhedsarealet.

[k1=¢[[B] [D][B]+dxdy =1 | [B] [D][B]+3d&dn, (D.25)

Hvor arealet er udskrevet 1 begge ligningssystemer med en faktor 1/2, da der er tale om
arealet for en trekant.

Det er muligt at omformulere formel (D.25) ved at indfere vaegten W, der tager hensyn til
brugen af Gauss punkter til bestemmelse af parametrene { og # 1 CALFEM. Der forefindes
her kun én veegtparameter, da vagten i dette tilfaelde gelder pr. knude og ikke pr. dimensi-
on. Ved brug af Gauss punkter kan en numerisk losning til problemet findes ved formel
(D.26).

(k143 ¢|[B] [P][B]3W; | (D.26)

i 11U

Det vaelges 1 programmeringen at benytte tre Gauss punkter til at bestemme stivhedsmatri-
cen, hvorved summationen gér fra en til tre. Derved bliver W; lig 1/3 og valget af antal
Gauss punkter ses pa figur d.5.

Figur D.5: lllustration af Gauss-punkter.

Generelt forbedres den numeriske losning til problemet jo flere Gausspunkter, der benyt-
tes. Beregningstiden vokser jo flere Gausspunkter, der benyttes, og derfor valges det for
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LST elementet at benytte tre Gausspunkter, hvorved der ved plotning af spandinger 1
CALFEM foretages en liner interpolation for de seks knudepunkter.

Det velges 1 beregningerne at bestemme spandingerne i hjerneknuderne.

D.7 Speandinger i elementet

Udover elementets stivhedsmatrice er det ligeledes muligt at bestemme sp@ndinger 1 ele-
mentet ved brug af de tidligere udledte parametre. Grundleggende set geelder formel
(D.27).

g (D.27)

Det ses herved, at beregningsproceduren til bestemmelse af stivhedsmatricen er geldende
ved estimering af spendingerne i LST elementet, grundet flytnings-tejningsmatricen.

D.8 Patch test

Formalet med afsnittet er at eftervise, at det konstruerede LST-element virker efter hensig-
ten. Dette kan gores ved brug af en Patch test, hvor flere forudbestemte spendingstilstande
soges for en given model opbygget af LST-elementer med mindst én indvendig knude.
Patchen, der programmeres som et kvadrat, opbygges af fire LST-elementer med mindst én
indre knude, hvor patchen understettes fast simpelt séledes, at den er statisk bestemt. Efter
konstruktion af patchen péferes de, for den enskede spandingstilstand, relevante knuder en
bestemt belastning. Kravet til knudebelastningerne er, at de samlet svarer til en jevnt for-
delt last, og ved analyse af patchen skal spendingstilstanden vaere konstant, safremt mate-
rialet er isotropt og spandinger er beregnet ved Hookes lov. Dette gores for henholdsvis
Oxx, Oyy OZ Oxy. Grunden til, at dette onskes eftervist, er, at elementerne skal kunne modelle-
re en konstant spaendingstilstand for hvert element.

D.8.1 Opbygning af patchen

Ideen med patchen, hvis ydre valges som et kvadrat, er, at den lige netop er understottet
sadan, at der ikke forekommer stivlegeme bevagelser. Ydermere skal der mindst vare én
knude, som hverken er belastet eller fastholdt, hvilket gares ved at placere en indre knude.
Patchen er vist pa figur d.6, hvor de valgte mal er angivet.
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10
6,125
5
p )
[4]
%; =
[2] [3] - Q
ﬁn O
T
y [1]
1,125 ©
s

X

Figur D.6: Illustration af patch hvor de benyttede mdl til beregning er angivet.

Den simple understetning 1 venstre side tillader Poisson-effekter, her tojningen &, eller €y,
hvilket er centralt safremt Poissons forhold er forskelligt fra 0. Derved er det ogsd muligt at
kontrollere knudeflytningerne i patchen, da der eksempelvis ved enakset spendingstilstand
skal vaere en sammenhang mellem de horisontale og vertikale knudeflytninger, givet ved
Poissons forhold.

Sidste faktor i forbindelse med test af LST-elementet via patch testen er belastningen. Det
onskes, at patchen paferes henholdsvis enakset treek og ren forskydning, hvorved der fin-
des de tre spendingstilstande oxy, Gyy 0g Oyy, der skal vare konstante overalt i patchen. Da
der ikke kan péferes linielaster, men kun knudelaster, skal storrelserne af disse vaelges sva-
rende til linielast. Sterrelsen af knudelasterne athanger af antal knuder pa randen, og for
seks knuders elementer kan det vises, at knudebelastningen skal vaere 1/6 P og 2/3 P 1 hen-
holdsvis hjerneknuderne og de midterste knuder. I afsnit D.8.5 er problematikken beskre-
vet.

I modellen benyttes tre Gausspunkter samt folgende materialeparametre og laster.

P =100000 N
E =71000 MPa
v=0,3

t=10 mm
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D.8.2 Patch test ved enakset traek langs x-aksen

Patch-testen ved enakset traeek langs x-aksen er givet ved figur d.7.

P P
[4]
[2] [3]
! [4] ip

X

Figur D.7: Patch-test ved enakset treek langs x-aksen.

Efter endt beregning i CALFEM fés resultat vist ved figur d.8, samt en reekke storrelser for
spaendingen i patchen, jf. cd-bilag. Den forventede verdi af spaendingen er 1000 MPa. Ud
fra beregningsresultaterne i CALFEM er det muligt at bestemme middelverdi og spred-
ning af 6. Sterrelserne af spaendingerne er givet i tabel d.1.

Gausspunkt Oy, [MPa] 0, . [MPa] 05, [MPa] 0, [MPa]
1000,00003007609 1000,00004065488 1000,00002618176 1000,00003272992

2 999,999987760842 999,999981640514 999,999980732386 999,999983185621

3 1000,00002264547 999,999977857992  999,999979591717 999,999984033339

Tabel D.1: Speendinger, o, for henholdsvis element 1 til 4.

Middelvardien og standardafvigelsen beregnes.

&, =1000 MPa+2,26-10"° MPa
§=2,53-10" MPa

Det kan heraf ses, at standardafvigelsen er af storrelsesordenen 107, hvorved det ma anta-
ges, at afvigelsen skyldes de numeriske ungjagtigheder. Beregningerne antages derved at
stemme overens med det forventede resultat med konstant spandingstilstand i hele pat-
chen. Deformationen af patchen er vist pa figur d.8.
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Figur D.8: Deformation af patchen ved enakset treek langs x-aksen vist ved den stiplede linie.

D.8.3 Patch-test ved enakset treek langs y-aksen

Patch-testen ved enakset traek langs y-aksen er givet ved figur d.9.

ol
T
N
wino
T
ol
)

(4]

(2] (3]

y [1]

Eoumn

Figur D.9: Patch-test ved enakset treek langs y-aksen.

winNy

P iP

Efter endt beregning i CALFEM {és resultat vist ved figur d.10, samt en rakke sterrelser
for spendingen 1 patchen, jf. cd-bilag. Den forventede vaerdi af spendingen er som for
1000 MPa. Ud fra beregningsresultaterne i CALFEM er det muligt at bestemme middel-
vardi og spredning af oy,. Sterrelserne af spandingerne er givet 1 tabel d.2.
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Gausspunkt o, ,, [MPa] 0, ,, [MPa] 05 ,, [MPa] o,,, [MPa]
1000,00004065488 999,99997785799  999,999981640513 1000,00004065488

2 1000,0000300761 1000,00002264547  999,99998776084  1000,0000300761

3 1000,00003272992  999,999984033338 999,999983185622 1000,00003272992

Tabel D.2: Speendinger, o,,, for henholdsvis element 1 til 4.

Middelvardien og standardafvigelsen beregnes.

&,, =1000MPa+2,26-10"°MPa
§=2,53-10"MPa

Igen er standardafvigelsen af storrelsesordenen 10, hvorved det mé antages, at afvigelsen
skyldes de numeriske ungjagtigheder. Beregningerne antages derved at stemme overens
med det forventede resultat med konstant spendingstilstand i hele patchen. Deformationen
af patchen er vist pé figur d.10.
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Figur D.10: Deformation af patchen ved enakset treek langs y-aksen vist ved den stiplede linie.
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D.8.4 Patch-test ved ren forskydning
Patch-testen ved ren forskydning er givet ved figur d.11.

§P
iP 5P iP
[
§P
[4]
ip
%fjp
R v 3]
1
y [1] 6P
O
iP &P

X

Figur D.11: Patch-test ved ren forskydning.

Beregningerne udfert i CALFEM giver resultatet vist ved figur d.12, samt en raekke stor-
relser for spaendingen 1 patchen, jf. cd-bilag og tabel d.3. Som tidligere er den forventede
veerdi af spendingen for ren forskydning 1000 MPa, og ud fra beregningssterrelserne er
det muligt at bestemme middelvardi og spredning af o).

Gausspunkt o, [MPa] 0, [MPa] 05, [MPa] Oy [MPa]

1000,00003256426  999,999978680467 1000,00001239717  1000,00003256426
2 1000,00003256426 1000,00001239717  999,999978680466 1000,00003256426
1000,00002312162  999,999989262241 999,999979735513  1000,00002312162

Tabel D.3: Speendinger, 6,,, for henholdsvis element 1 til 4.

Middelvardien og standardafvigelsen beregnes.

&, =1000 MPa+2,63-10° MPa
§=2,21-10° MPa

Afvigelsen skyldes de numeriske ungjagtigheder. Beregningerne antages derved at stemme
overens med det forventede resultat med konstant spandingstilstand i hele patchen. De-
formationen af patchen er vist pa figur d.12.
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12+ -7 /

10¢=" . z
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Figur D.12: Deformation af patchen ved ren forskydning vist ved den stiplede linie.

D.8.5 Andring af overfladekrafter til knudekrafter

Ud fra bilag C, hvor den generelle teori vedrerende virtuelle flytningers princip er beskre-
vet, er lastvektoren kort omtalt. Den generelle formulering af lastvektoren er givet ved
formel (D.28), hvilken indeholder henholdsvis overflade-, masse- og knudekrafter, der alle
omregnes til en felles storrelse for knudekrafterne.

hvor

{f} z{r}+{s}+{p}:t£[N]T{q}dA—i-.S[[N]T {r}dS+{p}

=
——

~— = s
=

(D.28)

er knudernes lastvektor for massekrafter

er knudernes lastvektor for fordelte overfladekraefter

er knudernes lastvektor for koncentrerede knudekrafter
er massekrafter

er overfladekrafter

I det folgende er det kun relevant at betragte overfladekrafterne, da det er disse, der onskes
omformuleret til knudekreafter. For at bestemme knudekrafterne for ensfordelte laster om-
formuleres ligningssystemet til formel (D.29), jf. figur d.13.

{s}=[INT {z}dS = [INT {r}yax’ +dy’

(D.29)

S S
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ds
dy

dx

X

Figur D.13: Trekantet infinitesimal med sideleengderne dx og dy.

Ligningssystemet er 1 (D.29) formuleret ud fra det fysiske koordinatsystem, men omformu-
leres 1 det folgende via det dimensionslaese koordinatsystem, givet ved formel (D.30), hvor
de dimensionslese koordinater & og # er benyttet.

{s}=[INT {¢}Jd& +an’ (D.30)

Formel (D.30) kan opskrives som vist, da det er antaget, at elementet i det fysiske koordi-
natsystem stemmer overens med referenceelementet 1 det dimensionslese system. Safremt
det onskes at bestemme knudernes lastvektor for fordelte overfladekraefter numerisk, ind-
fores en approksimationen givet ved (D.31), hvor vagten, W;, og Jacobideterminanten er
benyttet.

(s} = S INT (T det[S]WdL (D31)

i=1

Formlen (D.31) kan kun bestemmes numerisk ved brug af Gausspunkter pa randen, hvor-
ved knudekrafterne for en vilkarlig trekant i det fysiske koordinatsystem kan findes ud fra
en vilkarlig ensfordelt last. I det folgende vaelges at gennemfore beregningen for en trekant
pafort ensfordelt last 1 det dimensionslese koordinatsystem, det vil sige en analytisk bereg-
ning. Derved bevises det ikke, at fordelingen er rigtig, men det sandsynliggeres. Lastforde-
lingen, der enskes omregnet til knudekrefter, er skitseret pa figur d.14.
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2 ¢

Figur D.14: lilustration af trekantet LST-element i det dimensionslose koordinatsystem, inklusiv fladelast.

Ved brug af formel (D.30) opskrives formel (D.32), som er geldende for analysen i det
dimensionslese koordinatsystem vist pa figur d.14.

N, 0
0 N,
P
{s)=]| ¢ {P"}«/dgﬂ +dn? (D.32)
N O y
6
0 N,

Analysen gelder 1 det folgende kun for venstre rand ved vandret belastning, hvor det kun
er formfunktionerne N;, N3 og Ng, der antager en storrelse, da badde £ og d¢ er lig nul pa
randen. At £ er lig nul pavirker samtlige formfunktioner i funktionsmatricen. Ud fra disse
betragtninger udregnes vektoren svarende til alle knudekrefter.

207



Bilag

Det er herved vist, at den midterste knude far knudekreften 2/3P de to hjerneknuder 1/6P.

& < B < “ < X < &

<

=

o> BCS B> e >G> B> US> B> B> > s B>

<

S S—

(1-m)(1-27)

S O O o O

2n"——n

D.9 Egenveerdi test

Formalet med afsnittet er at eftervise, at det konstruerede LST-element virker efter hensig-
ten. Dette gores ved brug af en sékaldt egenveardi-test, som er et supplement til Patch-
testen beskrevet i bilag D.8. Patch-testen efterviser ikke om elementet er godt eller darligt,
men efterviser om det opfylder nogle bestemte funktionskrav. Testens udgangspunkt er det
overordnede ligningssystem, der beskriver sammenhangen mellem knudeflytningerne og
knudekrafterne. Efterfolgende vaelges det at lade knudekrafterne vere proportionale med
knudeflytningerne ved faktoren A. Derved kan formel (D.33) opskrives, hvilket er et egen-
veerdiproblem.

0
(I=m)(1-2n)

QQQQQ%_QQQ%_

wo
g
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f}  er knudekrafterne

{

{d } er knudeflytningerne
[ er stivhedsmatricen
[

]
I] er enhedsmatricen

(D.33)

Her er A; egenvaerdier af [k], hvorved der er lige sa mange vardier 4;, som der er indgange i
{d}. Da der er mulighed for tre linezrt uathaengige stivlegeme flytninger 1 planet, skal der
vare tre af egenverdierne, der giver nul for LST-elementet, der netop er et plant element.
Ydermere skal de gvrige indgange vare positive vaerdier. Analyseres elementet i CALFEM

findes, at LST-elementet opfylder egenvardi-testen, jf. tabel d.4 og cd-bilag.

2, 2,

o] | ' [10°]
1 87,069 14 10,375
2 84,463 15 0,800
3 67,313 16 0,636
4 54,810 17 0,518
5 41,516 18 0,407
6 38,315 19 0,361
7 34,924 20 0,224
8 28,316 21 0,149
9 22,238 22 0,182
10 17,912 23 0,168
11 14,318 24 0,000
12 13,503 25 0,000
13 12,227 26 0,000

Tabel D.4: Egenveerdier for den globale stivhedsmatrice.
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Bilag E Spaendingshybrid element

I dette bilag behandles teorien for det spaendingshybride element, som er baseret pa kom-
plementar energi. Ved udledning benyttes som udgangspunkt grundligningerne for kom-
plementear energi, hvorefter der skiftes til modificeret komplementaer energi for at finde
flytninger og spandinger. Disse benyttes efterfolgende til at opstille et isoparametisk Q4
spendingshybridt element. Det er brugen af flytningsbetingelser i kombination med spaen-
dingsteorien, der gor, at elementet er et hybrid. Bilaget er skrevet ud fra [Byskov, 2002a]
og [Byskov, 2002b].

E.1 Komplementar energi

Fordelen ved at basere FEM elementer pd komplementar energi er, at de er mere fleksible
end dem for potentiel energi, hvor elementerne ofte modellerer for stive systemer. Dette vil
sige, at nedbgjningerne for visse modeller ofte kan vere for lille. Under udledningsproce-
duren konverteres til modificeret komplementer energi, Lagrangemultiplikatorer indfores,
hvorved opfyldelsen af specifikke sidebetingelser ved elementrandene laosnes.

For at opstille den komplementeare energi betragtes figur e.1, hvor et kontinuum med vo-
lumen, V, er opdelt i to enheder med volumen ) og V' For enhederne defineres den sta-
tiske og kinematiske rand som henholdsvis ST(‘/), ST(IQ og SM(J), SM(K), mens diskontinuitets-
randen, Sp, foreskriver graenserne, som ogsa kan skrives som SYB Her angiver de to in-
deks J og K sammenhangen mellem enhederne. For et givent element, med elementnum-
ret, J, kan dette tolkes ved, at elementet har et antal naboelementer, som hver har element-
nummeret K. Endelig defineres » som normalen til diskontinuitetsranden med ortogonalen
t.

Figur E.1: Principskitse af en masse indeholdende en diskontinuert overflade.

Den komplementaere energi, /1, opskrives for det generelle tredimensionelle tilfeelde, jf.
formel (E.1), hvor det er speendingerne og ikke tejningerne, der laver energi.
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He (0’7 ) - %IV Cou0y0udV — J‘S,‘ Tu,ds

) (E.1)
= 5 y) Ly (K) Cijklaijo-kldV - '[Sl(,“*'sflm T;I/_lldS
hvor
T er spendingerne pa randen
u, er de forskrevne randflytninger

For o; og T; kraeves, at de skal opfylde folgende statiske betingelser. Dette gaelder lige-
vagtsbetingelsen givet ved formel (E.2) og en statisk randbetingelse givet ved formel (E.3)
, da de benyttes som hjelpebetingelser til den komplementare energi. I begge ligninger
referer en streg til, at variablen er foreskrevet.

o, +3,=0 ,x eV’ (E2)

o,n, = T ,xesSY (E.3)

1

Ud fra formel (E.2) folger ogsa kravet givet ved formel (E.4), hvilken gaelder for enhver
indre overflade, jf. figur e.1 og figur e.2. Ligningssystemet er geldende, da spaendingerne
er kontinuerte over gransen.

(K) )
(O'ijnj) :—(Uy.nj) , x, €8, (E.4)
™ K
O12 o
O11 (K) (K)
O11 o
J

Figur E.2: [llustration af speendinger pd indre overflade.

Formel (E.4) omskrives ved brug af formel (E.5), hvor enhedsnormalen n“® indferes.
Derved bestemmes (E.6).

n =p =™ (E.5)

(K) () ), (JK) _ — QUK)
(O'ij -0y )nj =0, x,e85,=8 (E.6)
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E.2 Modificeret komplementear energi

Med udgangspunkt i det forrige afsnit indferes nu de to Lagrangemultiplikatorer 7" og
n'?, hvorved der skiftes til modificeret komplementzer energi. Lagrangemultiplikatorerne
indferes, da det i det videre forleb vaelges, at de to sidebetingelser (E.3) og (E.6) ikke kree-
ves opfyldt eksakt, mens (E.2) stadig kraves opfyldt. Ved at udelade de to sidebetingelser
og 1 stedet indfere Lagrangemultiplikatorerne udjevnes diskontinuiteten af spandingerne
mellem to graenser ved, at forskellen fordeles over begge grenser. Sagt pa en anden méde
tillades en spandingsforskel mellem to rande, hvilken efterfolgende midles og fordeles
jevnt pa randene. De to Lagrangemultiplikatorer kan i det generelle tilfeelde tolkes som
flytninger af randen for ' og '®, hvor " er flytninger pé de statiske rande, og 7, er
flytninger pa de diskontinuerte rande.

Den modificerede komplementere energi kan nu bestemmes ved brug af formel (E.7), hvor
den n@vnte udjevning, ved hjelp af Lagrangemultiplikatorerne, er benyttet.

(1) UK\ 2 1 3 _
1_[CM (O-ija 771' b 771' ) -2 IV(./)+V(K) Cijklaijo-kldV ISU(J]+S“(K] O-ijnjuidS

_IST"’>+ST(K> 7" (%”j - )dS (E.7)

(JK) (K)
+.[s“’<>77i (O-' -

NY,,K)
p lop )nj das

ij

For at indsnavre problemet betragtes 1 det folgende et kontinuum, i det plane tilfeelde, som
er inddelt i N,; antal elementer. Derved kan formel (E.7) omskrives til (E.8).
Nel
Iy, =

J

~t[ 1" (0,m,~T,)dS (E.8)

J-1

K (( (K) _ (), (JK)
+Zt s e (O‘aﬂ —O'aﬁ)l’lﬁ dSJ
K=1

. _
(;tJ-Am C 50 0p 0,544 — IL ) Oaplslh, dS
1 u

I ligningssystemet bemarkes det, at den ovre graense i den indre sum over diskontinuitets-
randene gar fra K lig 1 op til J — 1, hvilket sikrer, at hver elementgranse kun forekommer
en gang i summationen. Efterfolgende onskes det at omskrive formel (E.8) pa matriceform,
hvorved betingelse (E.9) er gaeldende, safremt der antages plan spaendingstilstand. Bade []
og [o] er defineret 1 bilag C.

£,=C0, = lel=[C]lo) (E.9)

Ydermere opskrives hjelpebetingelsen givet ved (E.10).
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T, =040, < {T} = [n]{a} (E.10)

hvor
T, er en fladekraft.

Matricen [n] indeholder elementerne til normalvektoren, n,, som er en enhedsvektor, og
denne er i det todimensionale tilfeelde givet ved (E.11). Her danner n; og n, enhedsvekto-
ren, hvor n; og n; henholdsvis er parallel med ordinaten og abscissen i1 koordinatsystemet.

n 0 n, 11
[n]= 0 (E.11)

n, n

Den modificerede komplementare energi kan nu opskrives pad matriceform for det todi-
mensionale tilfelde, jf. formel (E.12).

I, = 2(%%” (o) {C}{o}dd- Luw (1) {@)ds
‘ter{”“)}T ({r}-{T})as (E.12)

+31 js(m {n }T ({T“”) f—{r })de

<

>
i

For at bestemme den modificerede komplementare energi pa elementniveau, givet ved
formel (E.12), indferes nu en rakke sterrelser, der diskretiserer problemet. Den statiske
randbetingelse formel (E.2) skal til enhver tid vere opfyldt, hvilket ogsa er geeldende for
spendingerne, jf. formel (E.13).

{ox )} =[N, ) [{v,}. x, €V (E.13)
hvor

{vp} er spendingsparametrene

[V5(x)] er spendingsinterpolationsmatricen

I formel (E.13) er der set bort fra eventuelle volumenkrafter, det vil sige at 0,44 er lig nul,
hvilket er en statisk feltbetingelse. For at sikre at formel (E.13) opfylder formel (E.2), skal
spaendingsinterpolationsmatricen velges, sa kravet er opfyldt.

Ydermere indferes en storrelse for spandingerne pd randen af element J, {T(x,)}, jf. for-
mel (E.14), som ogsa kraves opfyldt for (E.2). I ligningsudtrykket er eventuelle begyndel-
sesspendinger elimineret.
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(Tx )} =[ Fy(x) [{vs}. x, €89 (E.14)

hvor
[Fs(x,)] er produktet af enhedsnormalen [n] og spandingsinterpolationsmatricen

Det veelges at fortolke Lagrangemultiplikatoren for randflytningerne ved formel (E.15).

{nGe)} =[N, Gx)]{v,}. x, €87 (E.15)

Til bestemmelse af Lagrangemultiplikatoren benyttes flytningsinterpolationsmatricen [V, ],
som er begranset til elementets grenser, hvorved flytningerne inde i selve elementet ikke
er defineret af (E.15). Til bestemmelse af multiplikatoren benyttes flytningsfeltets paramet-
re givet ved {V,}. Antagelsen om, at (E.15) er geldende, medforer, at de foreskrevne rand-
flytninger, i, antages at kunne beskrives ved samme flytningsinterpolationsmatrice som

(E.15), jf. formel (E.16).

{u(x)} =[N, {7}, x, €8 (E.16)
Ud fra formlerne (E.13), (E.14), (E.15) og (E.16) er det nu muligt at omformulere den mo-
dificerede komplementare energi, jf. formel (E.17).

Ny

Mew (e} )= 241 M{ o IVa)T O N, ()]
] le) [F60] [V,60] v, as
. ( (£, ] [Te] [N, a0 ], as

ool BT [V, 05T, 5]

(E.17)

hvor
J indikerer, at alle vektorer og matricer i (E.17) herer til elementet J.

Formel (E.17) omskrives til formel (E.18), hvor atha@ngigheden x, undlades for at simplifi-
cere problemet. Ved omskrivningen sammenlignes de enkelte randes integraler, hvorved
nogle af ledene udgér.
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Mew ({95} (1) = X300} (4] [T ECITN, Jaa) )
_{vﬁ}T (t.[sm[FﬁT [Nﬂ]dS){vn} (E.18)
) (ef, [T]ds))

Ligesom ved det LST elementet, jf. bilag D, indferes nu et antal simplificeringer givet ved
Formel (E.19) til (E.21), hvorved formel (E.18) kan omskrives til (E.22).

eg=t] [N, ] [CI[ N, ]da (E.19)
{kﬂn} =i, [F,][N,]ds (E.20)
b=t [N, ] [T]as (E21)

=

HCM({"ﬁ}’{"v}): g(%{"ﬂ}T[kﬂﬂ]{"ﬂ}‘{"ﬂ}T[kﬂn]{"n}‘{"n}T{’n})J (E.22)

1

<
I

Det onskes at eliminere spendingsfeltets parametre, der har med den modificerede kom-
plementare energi at gore 1 formel (E.22), det vil sige {vs}. Da sidebetingelsen for konti-
nuitet af spaendingen langs elementets grenser, jf. formel (E.3), blev lasnet ved indferelse
af Lagrangemultiplikatoren, er der ingen betingelser, som sammenholder spandingsfeltets
parametre {vﬁ}m for element J direkte med spaendingsfeltets parametre {Vﬁ}(K) for element
K. Derfor er det muligt at eliminere disse parametre pd elementniveau, hvilket gores ved at
tage variationen af (E.22) med hensyn til sterrelsen {vs}, jf. formel (E.23).

=011, ({vﬂ}’{v’l})

= O

=

el

0= ({5"/3} g1 {v, ) _{5vﬂ}T [kﬂ”]{v”})J

1

<
Il

U (E.23)
0={6v,} [hylv, ) ~{6v,) hy v} ¥ {ov,)
g

{"ﬁ} = [kﬁﬁ]il[kﬂn ] {"n}

I det endelig udtryk (E.23) antages det, at [kgg] ikke er singuler, da en singulaer [kss] med-
forer, at der paferes en sp@ndingstilstand uden, at der produceres sp@&ndingsenergi i ele-
mentet. Dette antages ydermere opfyldt, sdfremt spaendingsinterpolationsmatricen i formel
(E.13) veelges at vere linear. Det er nu muligt at omskrive (E.22) ud fra (E.23), hvorved
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den modificerede komplementare energi kun kommer til at athaenge af {v,}, jf. formel
(E.24).

(410, e e 'y, 1o, L= (v, {rq})J (E.24)

Det vaelges nu at indfere de to formler (E.25) og (E.26), hvorved formel (E.24) kan simpli-
ficeres til formel (E.27).

[k*'m] - [k/a’n ]T [k/a’ﬁ T [kﬂn} (E.25)
{”*n} = {’n} (E.26)

(%{vv}T ({0, = {’*a}) (E27)

Den modificerede komplementere energi, givet ved formel (E.27), summeres over samtli-
ge elementer, hvorved formel (E.28), der gelder pa systemniveau, kan opskrives.

ey ({vn}) - %{VW}T [K*mi]{Vﬂ} a {VW}T {R*”} (E.28)

Tages variationen af (E.28) med hensyn til {F}}, hvilken kraves lig nul, findes formel
(E.29).

[K*mi}{Vv} - {R*n} (E.29)

Ud fra bilag D, hvor det line@re tgjningselement blev beskrevet, kan formel (E.29) fortol-
kes. Det ses, at systemets knudeflytninger {V,} beregnes ud fra samme ligningssystem
som ved systemer baseret pd potentiel energi. {R¥,} kan opfattes som lastvektor, mens
{K*,,} kan opfattes som systemets stivhedsmatrice.

216



Bilag E — Spandingshybrid element

E.3 Isoparametrisk Q4 element baseret pa modificeret kom-
plementaer energi

Det vealges at benytte teorien for modificeret komplementer energi i bilag E.2 til at op-
bygge et isoparametisk Q4 spandingshybridt element. Q4 elementet i1 det fysiske plan er
illustreret ved figur e.3.

Figur E.3: lllustration af speendingshybridt Q4 elementet i det fysiske koordinatsystem.

Det sp@ndingshybride Q4 element transformeres til det dimensionslese plan, jf. figur e.4.

L1 1,1)
4

(-1,-1) (1,-1)

Figur E.4: Illustration af speendingshybridt Q4 element i det dimensionslase koordinatsystem.

Forst bestemmes normalvektorerne for elementet, som samles i normalvektormatricen [n].
Denne opstilles pd baggrund af elementet i det fysiske koordinatsystem, hvor den antager
forskellige verdier for hver rand. For hver rand gaelder formel (E.11) og situationen er vist

pa figur e.5.
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X,u

Figur E.5: lllustration af speendingshybrid Q4 element med enhedsnormal pd randen 2-3.

I bilag D er kadereglen benyttet til at beskrive sammenhangen mellem de fysiske og di-
mensionslese koordinater og afledede heraf. Derved er det muligt at opstille formel (E.30),
hvor [3] er Jacobimatricen.

d. ald
“_s]| % (E.30)
dy dn
I det fysiske rum er lengden af randen givet ved (E.31).
dl = \dx’ +dy’ (E.31)

Enhedsnormalen kan derved opskrives ved (E.32), hvor samtlige af de fysiske koordinater
er kendt.

_ldx 0 dyi
["]{o dy dx}dl (.52)

Rent programmeringsmassigt viser (E.30) sig at vaere den bedst mulige made at definere
normalvektormatricen pé i stedet for at definere den ud fra de fysiske knudekoordinater.
Dette skyldes, at elementerne drejes ved opbygning af de forskellige modeller, hvorved
normalvektorens retning a@ndres. Ved bestemmelse af Jacobideterminanten for randen viser
det sig derimod programmeringsmassigt tilladeligt at bestemme storrelsen ud fra knude-
koordinaterne. Jacobideterminanten for randen er generelt defineret som forholdet mellem
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randlengden 1 det fysiske og dimensionslese rum, jf. formel (E.33). Her vaelges det som
navnt at benytte (E.34) og (E.35) til at definere den fysiske lengde.

dl
det([3, |)=— E.33
et([3.)=4 (€33)
dx=x,—-Xx, (E.34)
dy=y,-y (E.35)

Efterfolgende opstilles spendingsinterpolationsmatricen, [/Vp(x,)], hvor det valges, at for-
skydningsspandingerne er konstante over hele elementet, mens normalspaendingen varie-
rer lineaert. P4 baggrund af det fysiske koordinatsystem valges sp@ndingsinterpolations-
matricen til (E.36), hvilken opfylder sidebetingelsen givet ved (E.2).

[Ny(x,)]= (E.36)

S O
S = O
- o O
o O =
S ®x O

For at fi estimeret knudekoordinaterne 1 formel (E.36) benyttes funktionsmatricen, jf. for-
mel (E.37) og (E.41).

T
xamn] [N o - N, 0]
{ ’ }:[1 i } : (E.37)
yemy [0 N - 0 N,
X4
Va4
hvor
{x} beskriver knudekoordinaterne for et punkt inde 1 elementet
{c} beskriver de forskrevne knudekoordinater

Ud fra formel (E.36) er det muligt at bestemme [kgs] givet ved formel (E.19), som derved
kommer til at athange af de dimensionslese koordinater, jf. formel (E.38).

[k |=t[[N, ] 1CI[ N, ] dédn (E.38)
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I udtrykket indgir ydermere fleksibilitetsmatricen, [C], der er givet ved formel (E.39).

1 vy
E E
1% 1
Cl=|-—— — 0 E.39
[C] I (E.39)
0 0 l
L G |
hvor
G

er forskydningsmodulen.

Da det via CALFEM onskes at bestemme [kgs] numerisk ved hjaelp af Gausspunkter, om-
skrives formel (E.38) til (E.40), hvor vagten og Jacobideterminanten introduceres.

Nel

[k, )= tZ[Nﬁ]T [CI[N, |3Wdédn (E.40)

Jacobideterminanten bestemmes pa tilsvarende vis som i bilag D, blot med en ny funkti-

onsmatrice som basis, ligesom ved et almindeligt isoparametrisk Q4 element. Denne er gi-
vet ved (E.41).

[N]{Nl 0 N, 0 N, 0 N, o}

(E.41)
0O N O N, 0O N, 0 N,
hvor
N, =5(1-5(1-n)
N, =5(1+&)1-n)

Ny =51+ +7)
N, =5(1=5)1+n)

Det valges at benytte fire Gausspunkter til approksimation af integralet over arealet.

Gausspunkterne er placeret inde 1 selve elementet, jf. figur e.6, hvor deres placering yder-
mere er angivet. Den dertilherende vagt W, er 1.
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n
(-11) (1.1)
4 3
X X
& 0,57735
= 7
n
= £
X X
1 2
9
(1-1) (1-1)

Figur E.6: Q4 element i det dimensionslase plan, hvor de fire Gausspunkter er markeret.

Efterfolgende er det matricen [kg,], som enskes estimeret. Denne er givet ved formel
(E.20). Her bestemmes [Fp] som normalvektormatricen multipliceret med spendingsinter-
polationsmatricen, jf. formel (E.42).

[F; ]=[n][ N, ] (E.42)

Flytningsinterpolationsmatricen, [V,], bestemmes ved at tage udgangspunkt i funktionsma-
tricen, jf. formel (E.41). Ydermere er matricen forskellig for hver rand og opstilles pa bag-
grund af det dimensionslese koordinatsystem, hvor randbetingelser benyttes. Saledes er
eksempelvis # lig minus 1 pa randen 1 til 2. P4 baggrund heraf findes formel (E.43).

I-& 0 14 0 0 0 0 O

3 rand 1-2
0 1-& 0 1+& 0 0 0 O

0 0 1- 0 1+

1 1 g rand 2-3
00 0 1I-n O 1+77 0 0

[N, ]= (E.43)

1 000 0 1+& O 0

3 rand 3-4
0000 0 1+¢ O 1- §
1- 0O 0 0 0 0 1+

< g 77 rand 4-1
0O 1-n 0 0 0 O 1+7

Dernaest omskrives [kg,], da elementet beskrives i det dimensionslese koordinatsystem, jf.
formel (E.44), idet der tages udgangspunkt i (E.33) til at beskrive randen dS.
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s ] = t![Fﬂ]T [N, Vet +dy’
0 (E.44)

CARICAIRAISIES

Ved approksimation af (E.44) indferes vaegten, WW;, som tidligere beskrevet. Her er det vig-
tigt at bemerke, at det er randintegralet, der approksimeres og ikke arealintegralet. Derved
benyttes to Gausspunkter per rand, hvor hver rand, som tidligere navnt, har nogle randbe-
tingelser, jf. figur e.7, der indsattes 1 (E.44).

n
g-1,1) (1)
4 3
0,57735
————
lf)\ E"
o
o
S
1 2
(-1,-1) (1-1)

Figur E.7: 04 element i det dimensionslose plan, hvor de 2 Gausspunkter pr. rand er markeret.

Endeligt er det muligt at bestemme den samlede stivhedsmatrice givet ved formel (E.25).
Efter beregning af de enkelte elementers stivhedsmatricer [k,,], legges disse sammen til
systemets samlede stivhedsmatrix [K*,,], der anvendes i formel (E.29), jf. cd-bilag.

Ud fra systemets stivhedsmatrice er det nu muligt at bestemme samtlige flytninger, og
samtidig er det ud fra de fundne parametre muligt at finde spendingerne. Dette gores ved
at tage udgangspunkt i1 formel (E.23), som bestemmes entydigt for hvert element ud fra
knudeflytningerne {v,}. Derved kan spendingerne endeligt findes ved formel (E.45).

o}=[ N, |{v,} (E.45)
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Forsgg 1 — Aluminiums materialeparametre

Forsggl Aluminiums materialeparametre

I dette forseg bestemmes elasticitetsmodulen, E, forskydningsmodulen, G, og Poissons for-
hold, v, pé baggrund af et trykforseg foretaget i laboratoriet for berende konstruktioner.
Ved statistisk bearbejdning er [Ayyub et. al, 1997] anvendt som kilde.

1.1 Fremgangsmade

Materialeparametrene bestemmes ved at belaste en klods til enakset tryk og male sammen-
heorende vardier af leengdetojningen, tvartojningen samt den péforte last. Klodsen er en
aluminiumsklods med dimensionerne 30x30x60 mm. Tejningerne males ved hjelp af
straingages placeret péd siderne af klodsen, to i lengderetningen og to i tverretningen, jf.
figur 1.1.

)
—s—m——CREER

Figur 1.1: Forsegsemnet placeret i provemaskinen med pamonterede straingages.

Straingagene placeres 1 centerlinien 1 henholdsvis langsgiende og tveergaende retning.
Straingagene er placeret parvis pd modstdende sider, hvorved det kan kontrolleres om be-
lastningen er centralt placeret. Samtidig er det muligt at finde de gennemsnitlige tejninger.
Belastningen findes ved aflesning af et voltmeter tilsluttet provemaskinen, som er kalibre-
ret sa 10 V svarer til 60 kN. De fire gages placeres hver i en kvart wheatstone-bro, jf. bilag
A og tilsluttes en strainindikator, hvorved de fire tgjningsmal kan bestemmes.

Da klodsen belastes med enakset tryk uden sidefastholdelse opnas en enakset spaendingstil-
stand. Hookes lov ved plan spendingstilstand er givet ved formel (1.1).
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- P I v 0 £,
. :1—v2 v 1 0 £, (1.1)
o, 0 0 1-v]l2¢,

Akseretninger er vist pa figur 1.2.

y

Figur 1.2: Akseretninger ved bestemmelse af materialeparametre.

Idet o), er nul for enakset spendingstilstand, kan Poissons forhold bestemmes ved formel
(1.2).

E, =-VE (1.2)

o} =1 (5M+vgyy) (1.3)

Formel (1.2) indsettes i formel (1.3) og elasticitetsmodulen kan beregnes ved kendskab til
&xc ud fra formel (1.4).

o =E¢ (1.4)

XX ped

Forskydningsmodulen bestemmes ud fra formel (1.5).

(1.5)
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1.2 Resultater

Resultaterne fra forseget er vist i tabel 1.1, hvor det ses, at tejningsverdierne for be- og
aflastning naesten er identiske og derfor benyttes middelvaerdier for de relevante belast-
ningstrin, jf. tabel 1.2. Det bemerkes samtidig, at gage 1 og gage 4 méler cirka 10% hgjere
vaerdier end henholdsvis gage 2 og gage 3, se afsnit 1.3.

U P gxx 8)0«: gyy 8yy
Gage 1 Gage2  Gage3 Gage 4
[V] [kN] [10°] [10] [10°] [10°]

0,00 0 1 3 0 -2
*0,00 0 -2 -6 0 -2
0,98 5,9 -80 -73 16 22
1,98 11,9 -171 -146 44 51
2,98 17,9 -261 -229 68 80
3,98 23,9 -349 -313 92 108
*3,98 23,9 -345 -317 82 106
4,96 29,8 -432 -397 118 137
5,96 35,8 -520 -480 143 165
6,96 41,8 -608 -562 168 194
*6,96 41,8 -615 -564 161 193
7,95 47,7 -700 -640 194 220
8,95 53,7 -791 -726 221 244
9,95 59,7 -878 -808 250 272

Tabel 1.1: Forsogsresultater fra belastningsforsoget. * angiver at veerdierne er mdlt ved aflastning.

Trin P O-xx = P/ A gxx gyy

# [kN] [MPa] [10°]  [10°]
0 0 0 -1 -1
1 59 -6,5 77 19
2 11,9 132 -159 48
3179 19,9  -245 74
4 239 26,5  -331 97
5 298 33,1 -415 128
6 358 39,7 =500 154
7 418 46,4  -587 179
8 477 53,0 -670 207
9 53,7 59,7 -759 233

10 597 66,3 -843 261

Tabel 1.2: Middelveerdier af mdlte veerdier fra belastningsforsoget.
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Elasticitetsmodulen og Poissons forhold bestemmes ved linear regression ud fra formel
(1.4) og (1.2) henholdsvis efter modellen formel (1.6).

J=by+bx (1.6)
1.2.1 Elasticitetsmodul

Skrives formel (1.4) pa formen (1.6) fis formel (1.7).

S (1.7)

xx
E

hvor
I er en systematisk eller statistisk fejl ved forsoget

I formel (1.7) er oy, den athaengige variabel og ., den uathangige, men 1 forseget er det
omvendt, hvorved modellen udtrykkes som formel (1.8).

. 1

gxxsz_i_EGxx (18)
hvor

., er tajningen fra den forventede model, formel (1.8)

Der anvendes mindste kvadraters metode til bestemmelse af regressionskoefficienterne.
Fejlen e mellem den malte og den forventede vaerdi er givet ved formel (1.9).

e=¢E_—¢€ (1.9)

XX XX

Den mindste sum af kvadratet pa fejlene er givet ved formel (1.10).
F=min2(éxx—gxx)2 (1.10)

Indsettes formel (1.8) 1 (1.10) fas formel (1.11)

F=min2(fE+%axx—gmj (1.11)
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Differentieres formel (1.11) partielt med hensyn til 1/E og f, fas to ligninger med to ube-
kendte. Loses disse findes regressionskoefficienterne 1/E og fved (1.12) og (1.13).

1
1 Gxx gxx - ; z axx z gxx

—= (1.12)

2 1 2
E zo-xx _;(Zo-)oc)
1 1
1z 7(2%—52%] (1.13)

De relevante vardier og summer er vist i tabel 1.3.

Trin # O, € O-xxz 5xx2 € O £ (éxx — & )2 (O-xx -0, )2
[10°] [10”] [107] [10°] 1079

0 0 -1 0 0,001 0,0 6,4 54,4 1097,01

1 -6,5 =77 42,7 6 0,5 -77,1 0,4 706,92

2 132 159 1742 25 2.1 -1623 14.4 396,85

3 -19,9 -245 394,7 60 49 -2475 6,1 175,68

4 -26,5 -331 704,0 110 8,8 -332,7 2,8 43,40

5 -33,1 -415 10934 172 13,7 -416,1 2,7 0,003

6 -39,7 -500 1578,7 250 19,9 -501,3 1,8 43,72

7 464 -587 21530 345 272 -586.5 0.5 17633

8 -53,0 -670  2809,0 449 35,5 -670,8 0,7 395,17

9 597 759 35601 575 453 -756.0 6.1 704.66

10 -66,3 -843 4400,1 711 55,9 -841,2 3,2 1103,04

z -364,3  -4585 16910 2702 213,7 -4585 93 4842,8

Tabel 1.3: Veerdier til linecer regression af elasticitetsmodulen.

Indsettes verdierne 1 tabel 1.3 1 formlerne (1.12) og (1.13) fremkommer folgende verdier.

2

1 .
E:1,28-105 i

fr=6,4-10°

I figur 1.3 er maleverdier ssmmenholdt med regressionslinien med de ovenstdende vardi-
er.
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go0
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400
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exx =64 + 178265 sxx

epsilon xx
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] 10 20 30 40 a0 B0 70 ao

sigma xx

Figur 1.3: Mdlte veerdier og regressionslinie for elasticitetsmodul.

I det folgende bestemmes et 95% konfidensinterval ( y= 0,95) for I/E og e ved (1.14) og
(1.15).

1

S, (114)
ety S (1.15)
hvor
t er en veerdi fundet i en t-fordeling for a/2 og n—2 frihedsgrader
a er signifikansniveauet (1-y)
A er standardafvigelsen givet ved formel (1.16)
S,/ er standardafvigelsen givet ved formel (1.17)
2
57, = S, : (1.16)
” Z (O-xx —0, )
SN o’
Sif: GZ — (1.17)
- on2(0.-50)
hvor
o, er middelverdien af o
S? er variansen givet ved formel (1.18)
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s? :nizz:(é;m—gm)2 (1.18)

Indsettes verdierne fra tabel 1.3 1 formlerne(1.16) til (1.18), bestemmes folgende.

$?=10,3-10"

S,, =46,2:107
-6

S, ,=18:10

bo.0asi0 = 2,262

Herved bliver konfidensintervallerne.

% =1,28-107° == + (,01-107° mo-

A

77626 MPa < E < 78906 MPa

fr =6,4-10° + 4,1-10°
2,3 pustrain < f, < 10,5 pstrain

Det bemarkes at konfidensintervallet for elasticitetsmodulen er meget snavert og derfor
anvendes middelverdien i intervallet for elasticitetsmodulen.

E =78262 MPa

Ligeledes er konfidensintervallet for fejlen, fz, meget snavert set i forhold til usikkerheden
pa verdierne 1 tabel 1.1, og da der i afsnit 1.2.3 sammenlignes med resultater fra andre
grupper forventes, at denne fejl kan negligeres.

1.2.2 Poissons forhold

Poissons forhold findes efter samme metode som elasticitetsmodulen, hvor formel (1.2)
kombineres med formel (1.6) og giver formel (1.19).

£, =f,+(—v)e, (1.19)

f, er en systematisk eller statistisk fejl ved forseget
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I afsnit 1.2.1 er &, den athengige variabel og da fejlen pd denne storrelse antages 0, val-
ges ¢y 1 det folgende at vaere den uathangige variabel og ¢,, den athangige, hvorfor (1.19)
benyttes i det folgende.

Regressionskoefficienterne —v og e findes ved formel (1.20) og (1.21), hvor de relevante
summer er vist i tabel 1.4.

1
zgm &y _;Z‘gngw
V:

- 1 2 (1.20)
Sei-l(ze)
f =1(Zg +vye,) (1.21)
v W o
Trin# =~ Ex g, el &) £,8. £, (g -, )2 (6, — &, )2
[10°]  [10€] [107]  [107] [107] [10°] [107]
0 -1 -1 0 0 0,001 2,7 2,9 172,9
1 77 19 5.9 0.4 -1,5 20,9 3,5 115.8
2 -159 475 25,1 2,3 7,5 46,4 1,1 66,7
3 245 74 60,0 5,5 18,1 73,4 0,3 29,5
4 331 97  109,6 9,4 32,1 1003 10,7 74
5 415 1275 1718 163 528 1263 1,4 0,01
6  -500 154 2500 23,7 770 153,0 1,0 6,9
7 587 179 3449 32,0  -1051 1802 1,5 29,0
8 -670 207 4489 428  -138,7 2060 0,9 64,1
9 759 2325 5753 541 -1764 2336 1,3 116,7
10 -843 261 7106 68,1 2200  260,0 1,0 181,6
> 4585  1397,5 2702,1 2545  -829.2 13975 25,5 790,8

Tabel 1.4: Veerdier til linecer regression af Poissons forhold.

Indsettes verdierne fra tabel 1.4 i formlerne (1.20) og (1.21) bestemmes folgende verdier.

—-v=-0,3

f,=6,4-10"

I figur 1.4 er mélevardierne sammenholdt med regressionslinien for ovenstaende vardier.
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Figur 1.4: Malte veerdier og regressionslinie for Poissons forhold.

I det folgende findes et 95% konfidensinterval ( y=0, 95) for —v og e efter samme frem-

gangsmade som i afsnit 1.2.1 hvorved felgende konfidensintervaller bestemmes.
-v = —-0,312 ¥ 0,0043
0,3077 < v < 0,3163

f, =-310° + 2,1-10°
=51 pstrain < f, < -0,9 pstrain

Det bemerkes at konfidensintervallerne er meget sn@vre og derfor anvendes den midterste
verdi 1 intervallet for Poissons forhold.

v=0,312

Ligeledes er konfidensintervallet for fejlen, f,, meget snavert set i forhold til usikkerheden
pa vardierne 1 tabel 1.1, og da der 1 afsnit 1.2.3 sammenlignes med resultater fra andre
grupper forventes at denne fejl kan negligeres.
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1.2.3 Resultater fra gvrige grupper

De ovrige grupper har lavet samme forseg og forsegsresultaterne er vist 1 tabel 1.5 til tabel
1.8. Alle forseg er foretaget pd det samme provelegeme og med samme forsggsopstilling,
hvorfor middelvardier af resultaterne anvendes, og nulpunktsfejlene fr og f, negligeres.

U gxx 8xx g}’)’ gyy

Gage 1 Gage2  Gage3 Gage 4
[10°] [10] [10] [10°]

-0,01 0 1 2 -1
0,98 87 75 25 18
1,98 -161 172 52 44
2,98 234 267 78 71
3,98 311 -357 104 97
4,96 2395 -443 131 126
5,97 -487 531 155 154
6,96 567 623 183 180
7,95 -648 712 210 209
8,96 732 -801 237 237
9,96 -816 -891 265 254

6,96 -568 624 178 174

3,98 324 -356 97 90

*.0,01 12 -8 -1 3

Tabel 1.5: Forsogsresultater fra gruppe C125. * angiver aflastning.

U gxx 8xx gyy 8W

Gage 1 Gage2  Gage3 Gage 4
[10°] [10°] [10°] [10°]

0,00 -3 0 5 5
0,98 -71 -92 20 33
1,98 -162 -165 41 62
2,98 -251 -243 65 91
3,98 -339 -322 94 120
4,96 -423 -405 117 148
5,96 -509 -488 144 177
6,96 -594 -570 167 206
7,95 -680 -652 193 235
8,95 -796 -736 220 263
9,96 -855 -819 247 292
*6,96 -602 -579 170 207
*3,98 -335 -331 91 118
*0,00 4 -5 7 7

Tabel 1.6: Forsogsresultater fra gruppe C127. * angiver aflastning.
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U gxx gxx gyy g)’y

Gage 1 Gage2  Gage3  Gage4
[10] [10] [10°] [10°]

0,00 -2 -6 -3 -5
0,65 -47 -81 9 2
1,32 -100 -137 24 12
1,98 -161 -183 43 27
2,65 -224 -234 62 43
3,32 =277 -288 81 60
3,97 -332 -350 100 75
4,64 -387 -398 118 90
5,31 -445 -449 136 106
5,96 -502 -503 155 123
6,63 -558 -556 175 140
7,29 -617 -615 194 158
7,95 -677 -673 213 176
8,62 -734 -728 232 193
9,29 -790 =795 251 213
9,96 -851 -850 270 228
*6,63 -569 -585 176 140
*5,31 -463 -477 136 103
*3,32 -284 -311 77 53
*0,65 -36 -101 2 -6
*0,00 3 -35 -13 -14

Tabel 1.7: Forsogsresultater fra gruppe C128. * angiver aflastning.

U gxx gxx gyy Syy
Gage 1 Gage2  Gage3  Gage4

[10°] [10°] [10°] [10°]

0,00 -5 2 1 -3
0,98 -99 -61 17 22
1,98 -176 -152 39 51
2,98 -253 -248 64 80
3,97 -335 -338 89 108
4,96 -413 -425 115 137
5,96 -494 -513 141 165
6,96 -575 -600 160 187
7,96 -657 -687 188 217
8,95 =737 =775 216 247
9,96 -824 -864 240 275
*6,96 -585 -605 161 191
*3,98 -336 -336 83 102
*0,00 -7 -2 0 -4

Tabel 1.8: Forsogsresultater fra gruppe C130. * angiver aflastning.
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Beregninger af elasticitetsmodul og Poissons forhold felger samme fremgangsméde som 1
afsnit 1.2.1 og 1.2.2, hvilket giver resultaterne i tabel 1.9.

Gruppe E [MPa] v
C129 78266 0,312
C125 77854 0,311
C127 78775 0,317
C128 78697 0,310
C130 79315 0,314
Middelveerdi 78576 0,313
Spredning 543 0,003

95% konfidensinterval ~ 78576+756 0,313+0,004
Tabel 1.9: Middelveerdi af elasticitetsmodul og Poissons forhold.

Da konfidensintervallerne er snevre anvendes folgende vaerdier

E =78600 MPa
v=0,313

I figur 1.5 er maleresultaterne afbildet sammen med middelvardien af elasticitetsmodulen,
og 1 figur 1.6 er mileresultaterne afbildet sammen med middelvaerdien af Poissons forhold.
Det ses, at elasticitetsmodulen stemmer godt overens med maleveardierne. Det samme gor
Poissons forhold, hvor linien kan parallelforskydes, s den passer med de nederste punkter.

&0 . ; ; . ; . . . ;
70F
=)
&0}
= 40t
ju
=
o 30_
C125
0F C127 .
¢ C128
i 129 .
+ C130
of E = 78600 | -
_"]El 1 1 1 1 1 1 1 1 1
400 0 100 200 300 400 S00 GO0 700 BOD 900

epsilon xx

Figur 1.5: Maleresultater afbildet i forhold til middelveerdien af elasticitetsmodulen.
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Figur 1.6: Mdleresultater afbildet i forhold til middelveerdien af Poissons forhold.

1.2.4 Forskydningsmodul

Forventningsvardien af forskydningsmodulen bestemmes med formel (1.5) og med resul-
taterne for elasticitetsmodulen og Poissons forhold bliver forskydningsmodulen.

_ 78600 MPa

=—————=29930 MPa
2(1+0,313)

1.3 Usikkerheder

De primare usikkerheder ved dette forseg er placeringen af straingages pa klodsen og pla-
ceringen af klodsen i prevemaskinen. Séfremt straingages ikke er placeret lige overfor hin-
anden, kan de vise forskellige tejningsvardier, hvilket var tilfeldet, jf. tabel 1.1. Denne
forskel kan ligeledes skyldes, at den everste kabe i provemaskinen kan rotere lidt, og at
der derfor kan komme et skavt tryk pd klodsen. Dette vurderes at vare den afgerende fak-
tor for de forskellige veerdier i tabel 1.1, men idet der regnes videre med middelverdier af
tojningerne, minimeres denne fejl. En anden arsag til usikkerhederne pa resultaterne kan
vaere usikkerhed ved opmaling af preveemne, men da alle grupper har udfert forseget med
det samme proveemne og samme forsegsopstilling, er det kun sterrelsen af elasticitetsmo-
dulen, der kan veare en lille fejl ved. Fejl pa selve straingagene er ligeledes en mulighed,
hvilket imidlertid ikke anses for varende sandsynligt.

Det er i det foregdende vist, at intervallerne, som malte verdier af elasticitetsmodulen og
Poissons forhold med 95% sandsynlighed, ligger indenfor, er meget snevre. Samtidig er
intervallerne pa fejlen e 1 de to tilfeelde ligeledes meget snavert og drejer sig kun om fa
mikrostrain.
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1.4 Materialeparametre

Folgende materialeparametre benyttes ved de numeriske og analytiske beregninger.

E =78600 MPa
v=0,313
G =29930 MPa
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Forsgg 2 Enhedsceller

Det folgende forseg omhandler bestemmelse af materialeegenskaber ved benyttelse af en-
hedscellen. Flytningsmaélere er placeret pa to modstaende sider af elementerne, hvor de ma-
ler i samme retning, hvilket bevirker, at Poissons forhold ikke kan bestemmes. Forsags-
elementerne er vist pa figur 2.1.

Figur 2.1: Forsagselementer til bestemmelse af elasticitetsmodul ved forskellige porositeter.

Forsegselementerne er udformet med dimensionerne 64 x 64 x20 mm med borede huller
med diameteren 8 og 14 mm, hvorved porgsiteten bliver henholdsvis 0,20 og 0,60. Porgsi-
teten defineres som volumenforholdet mellem element uden poresitet og element med po-
rositet. Af figur 2.1 fremgar to huller til méling af flytninger, hvor placeringen fremgér af
figur 2.2.
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Figur 2.2: Enhedscelle, henholdsvis porasitet 0,20 og 0,60, med angivelse af placering for flytningsmdler.
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2.1 Fremgangsmade

Elasticitetsmodulen bestemmes ved enakset tryk af de, pa figur 2.1, viste forsegselementer.
Det enkelte forsegselement indsattes mellem to endeplader, der holdes sammen af bolte,
hvorved sideudvidelser ikke kan forekomme. Forsggsopstillingen er skitseret pa figur 2.3.

TDA
YYYYYYYYYY

( 2 B B )
o 0 0 o
O 0O 0O O
® 0 0 o

AT
Lo

Figur 2.3: Forsagsopstilling til bestemmelse af elasticitetsmodul for porose forsogselementer.

Snit A-A

Forsegsopstillingen kan give usikkerheder, da belastning af boltene giver en opspaendings-
kraft, hvilket kan have betydning for belastning- og aflastningskurver. Ligeledes er usik-
kerheden ved dette forseg, at den opspandte enhedscelle far en tegjning i1 belastningens ret-
ning og derved en friktion mellem opspendingspladerne. For at minimere disse usikkerhe-
der benyttes, i det folgende, udelukkende belastningskurver, cd-bilag.

Tojningen for forsegselementerne bestemmes som den relative sammentrykning over en
afstand pa 32 mm, mens spandingen beregnes ved kraft pr. areal, da proveemnet betragtes
som et homogent materiale. Dataopsamling foretages digitalt, hvor méling af henholdsvis
tid, belastning og flytning foretages fem gange i sekundet. Efterfolgende databehandling
udferes ved linear regression, analogt til den massive klods, hvorfor der henvises til forsog
1 for gennemgang. Endvidere er foretaget kalibrering af flytningsmalere, hvilket er beskre-
vet 1 forseg 3.

2.2 Resultater

Forsegselementet med porgsiteten 0,20 belastes med 0 — 40 kN, hvor forsegsresultaterne er
illustreret pa figur 2.4.
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Figur 2.4: Forsagsresultater for enhedscelle med porositet 0,20.

Databehandling foretages, ved linear regression, analogt til bestemmelse af materialepa-
rametrene for den massive klods, hvorfor udelukkende resultaterne er prasenteret i tabel
2.1, cd-bilag.

Porgsitet 0,2

Elasticitetsmodul, £ 44500 MPa
Signifikansniveau, a 0,05
Konfidensinterval 44006 MPa < E < 45005 MPa
Systematisk fejl, 1 1,115-10°
Konfidensinterval 1,L11-10° < f< 1,12-10°
Malinger 276

R’ 1,0

Tabel 2.1: Forsogsresultater for proveelement med porositet 0,20.

Forsggselementet med porgsiteten 0,60 er belastet med tre belastninger, henholdsvis 0 — 6
kN, 0 — 10 kN og 0 — 15 kN. Disse tre belastninger beregnes sammen, da praveelementet er
det samme og ingen opstillingsaendringer er foretaget. Forsggsresultaterne er angivet i figur
2.5.
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Figur 2.5: Forsagsresultater for enhedscelle med poresitet 0,60.

Resultaterne for databehandlingen er prasenteret 1 tabel 2.2, cd-bilag.

Porgsitet 0,6

Elasticitetsmodul, £ 15247 MPa
Signifikansniveau, a 0,05
Konfidensinterval 15122 MPa < E < 15375 MPa
Systematisk fejl, f 1,73-10°
Konfidensinterval 1,65-10° < < 1,80-10°
Malinger 352

R’ 0,99

Tabel 2.2: Forsogsresultater for proveelement med porssitet 0,60.

2.3  Usikkerheder

Ved benyttelse af proveelementer med borede huller kan der forekomme variationer 1 stor-
relse og placering af disse, hvilket bevirker, at der kan forekomme fejl ved beregning af
tojning og poresitet. Ligeledes kan opstillingen af elementet og trykmaskinens belastning
medfore en excentricitet af tryk-belastningen. Flytningsmélerne kan male forkert, hvilket
minimeret ved kalibrering af disse og benyttelse af middelflytning for elementets sider.
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Forsgg 3  Kalibrering af flytningsmalere

Til bestemmelse af flytningerne for henholdsvis enhedscellen, den massive og porgse cir-
kelskive og cirkelring anvendes flytningsmaélere. Idet flytningsmélerne kan vare behaftet
med fejl, er disse kalibreret. Kalibreringen er foretaget ved hjelp af en mikrometerskrue i
intervallet fra -2,200 mm til 2,200 mm. Der anvendes fire flytningsmaélere, 50014, 81941,
98770 og 98771.

3.1 Kalibrering af flytningsmaler 50014

Resultaterne for kalibreringen af flytningsmaler 50014 er vist i tabel 3.1.

Eksakt Malt med flyt-
ningsmaler
[mm] [mm]
-2,200 -2,1600
-2,000 -1,9580
-1,800 -1,7640
-1,600 -1,5650
-1,400 -1,3680
-1,200 -1,1760
-1,000 -0,9752
-0,800 -0,7829
-0,600 -0,5852
-0,400 -0,3888
-0,200 -0,1956
0,000 0,0046
0,200 0,1976
0,400 0,3940
0,600 0,5905
0,800 0,7816
1,000 0,9820
1,200 1,1740
1,400 1,3700
1,600 1,5660
1,800 1,7570
2,000 1,9190
2,200 2,0870

Tabel 3.1: Resultater fra kalibrering af flytningsmdler 50014.

For at finde en sammenh@ng mellem malingerne og de eksakte vardier er de eksakte veer-
dier plottet 1 forhold til fejlen. Herefter er den bedste rette linie fundet ved lineer regressi-
on, jf. figur 3.1. Fejlen 1 de to sidste malinger falder udenfor med cirka en tiendedel mm,
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hvilket kunne tyde pa en menneskelig fejl, og derfor er der ved regressionen set bort fra
disse.

2k x  anvendte malinger
regression

korrekt [mm]

2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
malt [mm]

Figur 3.1: Resultater samt linecer regression af 50014.

Kalibreringskurven er fremstillet ved linearregression og er givet ved formel (3.1).

Ysoora = L0272 -x+0,0043 (3.1)
hvor

vsoor4  er den korrekte verdi [mm]

X er den malte veerdi [mm]

Fremgangsmaden til bestemmelse af kalibreringen af de tre andre flytningsméiler er iden-
tisk med ovenstdende, og derfor er disse vedlagt som cd-bilag. Resultaterne fremgar af
formel (3.2), (3.3) og (3.4).

=1,0123-x-0,0009 3.2
Yg1941

=1,0069-x—-0,0146 3.3
Vo770

b% =1,0162-x+0,0075 34
98771
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3.2 Vurdering

Resultaterne fra kalibreringerne viser, at ingen af flytningsmalingerne har fejl storre end
2%. Idet alle regressionskurverne viser, at der er lineer sammenhang mellem de eksakte
vaerdier, og de malte skal der tages hejde for fejlen i malingerne pa cirkelskiverne og cir-
kelringene.
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Forsgg4 Massiv cirkelskive

I dette forsag bestemmes flytninger og tejninger i den massive cirkelskive for en given
kraft med henblik pé en senere sammenligning med de numeriske og de analytiske resulta-
ter. Forsggsemnet er vist pa figur 4.1, hvor lasten paferes ogverst og nederst gennem tilpas-
sede stalklodser. Malingerne foretages i en rakke enkeltgages, rosettegages samt flyt-
ningsmalere. Den ene flytningsmaler er placeret i kraftens retning gennem cirklens midte,
jf. figur 4.1, og den anden placeret pd modsatte side. Den ngjagtige placering af flytnings-
malerne er vist pd figur 4.3, og placeringen af gages er vist pa figur 4.2.

Figur 4.1: Massiv cirkelskive med flytningsmdler og gages.

Alle rosettegages har en gagefaktor, K,, pd 2,14 = 1% og alle enkeltgages har gagefakto-
ren, K, pd 2,15 + 1%. Disse tal anvendes ikke 1 det folgende, men er angivet til en eventuel
rekonstruktion af forsegget.
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4.1 Fremgangsmade

Til bestemmelse af tgjninger er der pasat en reekke gages, jf. figur 4.2.

y # Rosette og enkelt paa den anden side

4 Rosette
= Enkelt gage paa begge sider

= Enkelt gage
Modsat side

158

<

P

Figur 4.2: Placering af gages pd massiv cirkelskive med lasten P pdfort gennem tilpasset stdlelement.

De numeriske og de analytiske beregninger er gennemfort med en punktlast. Da punktla-
ster medferer lokale ungjagtigheder er gagene flyttet et stykke vak fra lastens angrebs-
punkt. Gage nummer 2, 3, 6 og (7) er placeret gennem y-aksen, idet den analytiske bereg-
ning ved hjelp af bade den komplekse funktionsteori samt Fourier-rekker antyder, at nor-
malsp@ndingerne i x-retningen er konstante i1 et lodret snit gennem y-aksen. Dernast er
rosettegage nummer 1 placeret i den kvarte cirkelring, jf. figur 4.2, for at sammenligne re-
sultaterne med et punkt, der er placeret vaek fra lastens angrebspunkt. Den sidste placering
er de vandrette gages nummer 4 og (5), der er placeret et stykke ude af x-aksen, pa begge
sider af den massive cirkelskive, til vurdering af sammenhangen mellem de to sider. En-
keltgage nummer (7) er orienteret i y-retningen for at kunne vurdere om lasten er pafort
symmetrisk.
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$ Flytningsmaéler

Figur 4.3: Placering af flytningsmdler pd massiv cirkelskive.

Resultaterne fra gagene er i mikrostrain, og for at kunne beregne spaendingerne ud fra disse
anvendes teorien fra bilag A, hvor formel (4.1) anvendes, med regneretninger jf. figur 4.4.

2 . 2
Ey—EyCOS"A—E, SIN" A

& = 4.1
sin2a @.1)

Yy

-—

SXX

Figur 4.4: Orientering af rosettegages.

Udover gagene anvendes flytningsmélere til bestemmelse af l&ngdeflytningen i forhold til
lasten. Disse maler over en lengde pd 96 mm, jf. figur 4.3 og er placeret pa hver side af
den massive cirkelskive. For at sikre bedre sammenhang mellem de malte verdier og de
eksakte vaerdier anvendes resultaterne fra kalibreringen af flytningsmalerne fra forseg 3.

I det folgende er resultaterne delt op i resultater fra gages og i resultater fra flytningsmale-
re. Der er udfert to forseg pd elementet, og for disse er resultaterne opsamlet elektronisk. I
det forste forseg pafertes en last fra 0 kN til 30 kN og tilbage til 0 kN og i det andet forsog
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péafortes lasten fra 0 kN til 60 kN og tilbage til 0 kN. Lasten fores tilbage til 0 kN for at
kontrollere om materialet er deformeret plastisk.

4.2 Resultater fra gages

I det folgende redegores for resultaterne af rosettegage nummer 1, hvor der anvendes koor-
dinatsystemet, som er defineret pa figur 4.2, ved at opstille en lineeer sammenhang mellem
kraft og spending. Resultaterne fra de resterende rosettegages angives sidst pa tabelform.
Endvidere anvendes mélingerne af enkeltgagene som kontrol af rosettegages, da de kun
giver information om en lengdetejning. I det folgende anvendes malingerne fra forseget,
hvor lasten fores til 60 kN, idet resultaterne for de to forseg er sammenfaldende.

Som funktion af lasten er normalspandingerne i X-retningen for rosettegage nummer 1 vist
pé figur 4.5, hvor der desuden vises en linezr regression mellem kraften og spa@ndingerne.

1)/\‘,’\}““ 7777 mé“nger
", regression
01 "
0.2}
T
s
— -0.3F
o
0.4+
-0.5}+
0 10 20 30 40 50

Figur 4.5: Relation mellem kraft og normal spcending i x-aksen.

Forskellen mellem de beregnede spendinger pd figur 4.5 er af samme storrelsesorden som
ved de andre forseg, da intervallet pa den lodrette akse er meget lille i forhold til de ovrige
resultater. Den lineare regression er parallelforskudt gennem (0,0) og udtrykket for span-
dingen som funktion af lasten er herved givet ved formel (4.2).

o, =-0,009 ! =P 4.2)
mm
hvor
O xx er normalspaendingen [MPa]
P er lasten [kN]
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Dernast beregnes sammenhangen normalspendingerne 1 y-retningen som funktion af
kraften. Resultaterne er vist pé figur 4.6, hvor der ogsa er vist en linesrregression af resul-
taterne.

0
fffff malinger
regression

_5 L
‘T
[a¥
=3
o

_10 L

_15 L

0 10 20 30 40 50

P [kN]

Figur 4.6: Relation mellem kraft og normal speending i y-aksen.

Den lineare regression er parallelforskudt gennem (0,0) og udtrykket for spaendingen som
funktion af lasten er herved givet ved formel (4.3).

1 7P (4.3)

o, =-0,262 o—

Kraften som funktion af forskydningsspandingerne er i xy-retningen for rosettegage num-
mer 1 vist pa figur 4.7, hvor der desuden vises en linear regression mellem kraften og
spaendingerne.
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Figur 4.7: Relation mellem kraft og forskydningsspeending.

Den line@re regression er parallelforskudt gennem (0,0), og udtrykket for speendingen som
funktion af lasten er herved givet ved formel (4.4).

1

mm?*

o, =0,0726 P (4.4)

hvor
O xy er forskydningsspandingen [MPa]

Sammenh@ngene mellem last og spandinger er bestemt pa samme vis som ovenfor og den
linezere sammenhang er givet ved (4.5), hvor parameteren o er givet i tabel 4.1.

o=a-P (4.5)
hvor
o er spendingen [MPa]
a er en parameter, der giver haldningen mellem P og ¢ [mm™]
P er lasten [kN]
Rosettegage Oyx Oy Oy
1 -0,009  -0,262  0,0726
2 0,216  -0,621 -0,004
3 0,167 -0,78 0,003

Tabel 4.1: Parameter, der giver sammenhceng mellem P og o.
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Til videre beregninger sattes P til 30 kN, hvorved spandingerne beregnes, jf. tabel 4.2.

Rosettegage O xx Oy Oxy

1 -0,27 -7,86 2,18
2 6,48 -18,63 -0,12
3 501  -2340 0,09

Tabel 4.2: Speending i MPa for en last pd 30 kN.

Til kontrol af mélingerne anvendes enkeltgages. Enkeltgage 4 og (5) kan pé grund af sy-
metrisk placering, anvendes til sammenligning. Dernest kan enkeltgage (7) sammenlignes
med hovedtejningen i y-aksen for rosettegage nummer 3, jf. figur 4.8. Enkeltgage nummer
6 er ikke anvendt, da denne ikke giver resultater, der har nogen praktisk anvendelse.

60

50 -

30+

20+ \

enkeltgage 4 \
enkeltgage (5)

P [kN]

10+
rosettegage 3
enkeltgage (7)
0 | | | | L L | |
-7 6 5 -4 3 2 1 2 3
e x 10"

Figur 4.8: Malte tojninger pa begge sider af den massive cirkelskive.

Figur 4.8 indikerer, at der ikke er fejl i gagene og, at den sterste forskel mellem malingerne
pa for- og bagside er omkring 5%, hvilket ikke tages hojde for i det folgende.

4.3  Resultater fra flytningsmalere

Resultaterne fra flytningsmalerne pé for- og bagside af den massive cirkelskive er midlet
og vist pa figur 4.9, hvor tryk regnes positiv. Da der stort set er sammenfald mellem resul-
taterne fra forseget, hvor lasten fortes til 30 kN og forsagget, hvor lasten fortes til 60 kN, er
der kun vist resultaterne for det sidst nevnte forseg. Der er lavet lineaer regression af male-
punkterne, og dernast er linien parallelforskudt gennem (0,0), hvorved ligningen for reg-
ressionen er givet ved formel (4.6).
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Forseg 4 — Massiv cirkelskive

P=977,23-u (4.6)
hvor
P er lasten [kN]
u er flytningen [mm]
————— til 60kN 4
regression /
501 Y
40}
Z 3ot
o
20
10F
0 / L L L L L L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
flytning [mm]

Figur 4.9: Arbejdskurve for massiv cirkelskive.

Til yderligere kontrol af resultaterne sammenlignes flytningen pd hver side af den massive
cirkelskive. Resultaterne for de to flytningsmaélere er plottet pa figur 4.10 for det andet for-
sog, hvor lasten fortes til 60 kN.

253



Forsog

50014
---- 81941

P [kN]

0 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

flytning [mm]

Figur 4.10: Differens mellem flytningsmdlere.

4.4 Vurdering

Alle mélinger viser, at der er en lineer sammenhang mellem teojninger og last, hvilket in-
dikerer, at legemerne ikke var udsat for plastisk deformation.

Figur 4.8 viser, at der ikke er en betydelig forskel pa tejningerne pd begge sider af den
massive cirkelskive, hvilket yderligere understetter, at resultaterne kan anvendes til en kva-
lificeret sammenligning med de analytiske og numeriske beregninger.

Resultaterne for flytningsmélerne er tilpasset ved hjelp af kalibreringerne, hvilket kun
medferer en mindre korrektion pd omkring 2%. Det vurderes, at den line@re regression be-
skriver forseget tilfredsstillende og derfor anvendes formel (4.6) for at beskrive sammen-
hangene mellem flytninger og lasten for den massive cirkelskive.
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Forseg 5 — Pores cirkelskive

Forsgg5 Porgs cirkelskive

I dette forsag bestemmes flytninger i den porese cirkelskive for en given kraft med henblik
pa senere sammenligning med de numeriske modeller og de analytiske resultater. Forsegs-
emnet er vist pa figur 5.1, hvor lasten paferes gverst og nederst gennem tilpassede stal-
klodser og forsegsemnet er ikke fastholdt. Flytningsméileren placeres 1 kraftens retning
gennem cirklens midte, jf. figur 5.1. For at kontrollere resultaterne placeres der endvidere
en flytningsmaéler pd bagsiden af forsegsemnet.

Figur 5.1: Poras cirkelskive med flytningsmdler.

Den porese cirkelskive er udfert af aluminium, hvor porgsiteten opstar idet den homogene
aluminiums cirkelskive er gennemboret af huller med en diameter pa 8§ mm. Aluminiumet
har elasticitetsmodulen 78600 MPa og Poissons forhold 0,313, som bestemt i forseg 1.

5.1 Fremgangsmade

Der péferes en lodret last pd den porese cirkelskive gennem et tilpasset stallemne som skit-
seret pa figur 5.2. Tykkelsen af skiven er 20 mm og hullerne, med en diameter pd 8§ mm, er
alle udfert med en indbyrdes vandret og lodret afstand, c/c, pa 16 mm.
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Figur 5.2: Porascirkelskive med lasten P pdfort gennem tilpasset stdlelement.

Til bestemmelse af flytninger anvendes en flytningsmaler, der maler over en leengde pa 96
mm, jf. figur 5.2. Der anvendes ikke straingages, fordi spendingerne har variationer mel-
lem hullerne og en lille fejlplacering af en gage antages at give for upracise resultater. For
at sikre bedre sammenhang mellem de mélte verdier og de eksakte vaerdier anvendes re-
sultaterne fra kalibreringen af flytningsmalerne fra forseg 3.

5.2 Resultater

Der er udfort to forseg pa elementet og for disse er resultaterne opsamlet elektronisk. I det
forste forseg blev der pafort en last fra 0 kN til 30 kN og tilbage til 0 kN og for det andet
forseg pafoertes lasten ligeledes jaevnt fra 0 kN til 60 kN og tilbage til 0 kN. Resultaterne er
plottet pé figur 5.3, hvor tryk regnes positiv og resultaterne er en middelvaerdi af malinger-
ne pd hver side af den porgse cirkelskive. Der er en mindre variation mellem de to kurver
og denne variation kan skyldes malefejl. Der er lavet linezr regression af mélingspunkter-
ne og dernast er linien parallelforskudt gennem (0,0), hvorved ligningen for regressionen
er givet ved formel (5.1).

P=607,062-u (5.1)
hvor

P er kraften [kN]

u er flytningen [mm)]
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Figur 5.3: Arbejdskurve for poraes cirkelskive.

Til yderligere kontrol af resultaterne sammenlignes flytningen pd hver side af den porese
cirkelskive. Resultaterne for de to flytningsmélere er plottet pa figur 5.4 for det andet for-
sog, hvor lasten fores til 60 kN.
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Figur 5.4: Differens mellem flytningsmdlere.
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5.3 Vurdering

Resultaterne fra begge forseg ligger pa en forholdsvis ret linie og ved aflastningen ender
begge kurver i cirka (0,0), hvilket indikerer, at legemerne ikke har vaeret udsat for plastisk
deformation. For at mindske fejl pa flytningsmalere er de malte resultater korrigeret efter
forseg 3, hvilket medferer en korrektion pd omkring 2%. Figur 5.3 indikerer, at der er en
lille forskel mellem de to forseg. Denne forskel kan kun skyldes maleusikkerheder, idet de
to forseg blev kert efter hinanden. Der kan ogsa have veret plastisk deformation, hvilket
figur 5.4 ikke antyder. Det vurderes, at den lineare regression beskriver forseget tilfreds-
stillende og derfor anvendes formel (5.1) for at beskrive sammenhangene mellem flytnin-
ger og kraften for den porese cirkelskive.
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Forseg 6 — Massiv cirkelring

Forsgg 6  Massiv cirkelring

I dette forseg bestemmes flytninger i den massive cirkelring for en given kraft med henblik
pa senere sammenligning med de numeriske modeller og de analytiske udtryk. Forsggsem-
net er vist pa figur 6.1, hvor lasten paferes ogverst og nederst gennem tilpassede stélklodser
og emnet ikke er fastholdt. Der var placeret en flytningsmaler i kraftens retning gennem
cirklens midte, samt en pa tvars af kraftens angrebslinie og ligeledes gennem centrum, jf.
figur 6.1. For at kontrollere resultaterne placeres der endvidere en flytningsméler pa hver
side af klodsen.

Figur 6.1: Massiv cirkelring med flytningsmdlere.

Den massive cirkelring udferes af aluminiumet har elasticitetsmodulen 78600 MPa og
Poissons forhold 0,313, som bestemt i forseg 1.

6.1 Fremgangsmade

Der péafores en lodret last pa den massive cirkelring gennem tilpassede stdlemner som skit-
seret pa figur 6.2.

259



Forsog

96mm

% Flytningsmaler

P

, 96mm

Figur 6.2: Massiv cirkelring med lasten P pdfort gennem tilpassede stdlemner.

Til bestemmelse af flytninger anvendes flytningsmaélere, der maler over lengden 96 mm,
jf. figur 6.2. For at sikre bedre sammenhang mellem de malte vardier og de eksakte veer-
dier anvendes resultaterne fra kalibreringen af flytningsmélerne fra forseg 3.

6.2 Resultater

I det folgende er resultaterne for de vandrette og lodrette flytningsmalere delt 1 to afsnit.
Malingerne for de lodrette og vandrette flytningsmalere er foretaget ved det samme forsog.

6.2.1  Lodrette flytningsmalere

Der er udfort to forseg pa elementet og for disse er resultaterne opsamlet elektronisk. I det
forste forseg blev der pafort en last fra 0 kN til 25 kN og tilbage til 0 kN og for det andet
forsog pafertes lasten fra 0 kN til 50 kN og tilbage til 0 kN. Resultaterne for de lodrette
flytningsmalere er vist pa figur 6.3, hvor tryk regnes positiv og resultatet er en middelvaerdi
af malingerne pa for- og bagside. Der er lavet linezr regression af malingerne og dernast
er linien parallelforskudt gennem (0,0), hvorved ligningen for regressionen er givet ved
formel (6.1).

P=447-u (6.1)
hvor

P er kraften [kN]

u er flytningen [mm]
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Figur 6.3: Arbejdskurve for massiv cirkelring.

Til yderligere kontrol af resultaterne sammenlignes flytningen pa hver side af den massive
cirkelring. Resultaterne for de to flytningsmalere er plottet pd figur 6.4 for det andet for-

sog, hvor lasten blev fort til 50 kN.

P [kN]

45

50014
ol ---- 81941 g

0.1

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
flytning [mm]

Figur 6.4: Differens mellem flytningsmdlere.
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6.2.2  Vandrette flytningsmalere

Resultaterne for de vandrette flytningsmalere er vist pa figur 6.5, hvor tryk regnes positiv
og resultatet er en middel veerdi af malingerne pa for- og bagside. Der er lavet lineer reg-
ression af mélingerne og dernest er linien parallelforskudt gennem (0,0), hvorved lignin-
gen for regressionen er givet ved formel (6.2).

P=801-u (6.2)
%
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Figur 6.5: Arbejdskurve for massiv cirkelring.

Til yderligere kontrol af resultaterne sammenlignes flytningen pd hver side af den porese
cirkelring. Resultaterne for de to flytningsmaélere er vist pa figur 6.6 for det andet forsog,
hvor lasten jevnt fortes til 50 kN.

262



Forseg 6 — Massiv cirkelring

40

351

30

251

P [kN]

15+~

10+~

1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
flytning [mm]

Figur 6.6: Differens mellem flytningsmdlere.

6.3 Vurdering

Det fremgar af figur 6.4 og figur 6.6, at der stort set ikke er forskel mellem flytningsmaler-
ne pa hver side af den porese cirkelring. Dernaest viser figur 6.3 og figur 6.5, at der er li-
near sammenhang mellem maleresultaterne, og at flytningen er nul, nar kraften sattes til
nul. Dette indikerer, at materialet er lineert elastisk og, at det ikke har varet belastet til en
plastisk tilstand. Derfor kan ovenstaende resultater i form af formel (6.1) og formel (6.2)
anvendes til sammenligning med de numeriske modeller og analytiske udtryk.
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Forsgg 7  Porgs cirkelring

I dette forsgg bestemmes flytninger i den porese cirkelring for en given kraft med henblik
pa senere sammenligning med de numeriske modeller og de analytiske udtryk. Forsggsem-
net er vist pa figur 7.1, hvor lasten paferes gverst og nederst gennem tilpassede stilklodser
og forsggsemnet ikke er fastholdt. Der var placeret en flytningsmaler i1 kraftens retning,
gennem cirklens midte, samt en pa tvaers af kraftens angrebslinie og ligeledes gennem cen-
trum, jf. figur 7.1. For at kontrollere resultaterne var der placeret en flytningsmaéler pa
modsatte side af den porese cirkelring.

Figur 7.1: Poras cirkelring med flytningsmdler.

Den porgse cirkelring er udfert af aluminium, hvor porgsiteten opstar idet den homogene
aluminiums cirkelring er gennemboret af huller med en diameter p4 8mm. Aluminiumet
har elasticitetsmodulen 78600 MPa og Poissons forhold 0,313, som bestemt i forseg 1.

7.1 Fremgangsmade

Der péfores en lodret last pd den porgse cirkelring gennem et tilpasset stilemne som skitse-
ret pa figur 7.2. Tykkelsen af skiven er 20 mm og hullerne, med en diameter p4 8 mm, er
alle udfert med en indbyrdes vandret og lodret afstand, c/c, pd 16 mm.
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Figur 7.2: Poros cirkelring med lasten P pdfort gennem tilpassede stdalemner.

Til bestemmelse af flytninger anvendes flytningsmalere, der maler over en lengde pa 96
mm, jf. figur 7.2. Der anvendes ikke straingages, fordi spendingerne har variationer mel-
lem hullerne og en lille fejlplacering af en gage antages at give for uprecise resultater. For
at sikre bedre sammenhang mellem de maélte vardier og de eksakte vaerdier anvendes re-
sultaterne fra kalibreringen af flytningsmalerne fra forseg 3.

7.2 Resultater

I det folgende er resultaterne for de vandrette flytningsmélere og lodrette flytningsmaélere
delt 1 to afsnit. Malingerne for de lodrette og vandrette flytningsmélere er foretaget ved det
samme forsog.

7.2.1  Lodrette flytningsmalere

Der er udfert to forseg pa elementet og for disse er resultaterne opsamlet elektronisk. I det
forste forseg blev der pafert en last fra 0 kN til 15 kN og tilbage til 0 kN og for det andet
forseg pafertes lasten fra 0 kN til 30 kN og tilbage til 0 kN. Resultaterne for de lodrette
flytningsmaélere er plottet pa figur 7.3, hvor tryk regnes positiv og resultaterne er en mid-
delverdi af malingerne pa hver side af den porese cirkelskive. Der er lavet linear regressi-
on af malingerne og dernast er linien parallelforskudt gennem (0,0), hvorved ligningen for
regressionen er givet ved formel (7.1).
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P=238-u (7.1)
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Figur 7.3: Arbejdskurve for poros cirkelring.

Til yderligere kontrol af resultaterne sammenlignes flytningen pd hver side af den porese
cirkelring. Resultaterne for de to flytningsmalere er plottet pd figur 7.4 for det andet for-
sog, hvor lasten blev fort til 30 kN.
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Figur 7.4: Differens mellem flytmingsmalere.

7.2.2  Vandrette flytningsmalere

Resultaterne for de vandrette flytningsmalere er plottet pa figur 7.5, hvor tryk regnes posi-
tiv og resultaterne er en middel vaerdi af mélingerne pa hver side af den porese cirkelring.
Der er lavet lineaer regression af malingerne, og dernast er linien parallelforskudt gennem
(0,0), hvorved ligningen for regressionen er givet ved formel (7.2).

P=410-u (7.2)
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Figur 7.5: Arbejdskurve for poros cirkelring.

Til yderligere kontrol af resultaterne sammenlignes flytningen pd hver side af den porese
cirkelring. Resultaterne for de to flytningsmaélere er vist pa figur 7.6 for det andet forsog,
hvor lasten blev fort til 30 kN.
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Figur 7.6: Differens mellem flytningsmalere.
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Forseg 7 — Porgs cirkelring

7.3 Vurdering

Det fremgar af figur 7.4 og figur 7.6, at der stort set ikke er forskel mellem flytningsmaler-
ne pd hver side af den porese cirkelring. Dernast viser figur 7.3 og figur 7.5, at der er li-
nezr sammenhaeng mellem maleresultaterne, og at flytningen gér i nul nér kraften seettes til
nul. Dette indikerer, at materialet er lineart elastisk og, at det ikke har vaeret belastet til en
plastisk tilstand. Derfor kan ovenstaende resultater i form af formel (7.1) og formel (7.2)
anvendes til sammenligning med de numeriske modeller og analytiske udtryk.
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