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Synopsis:

Denne rapport omhandler styrke-
og stivhedsanalyse af aluminiums-
skiver. Gennem undersggelse af
makroskopiske egenskaber for de
givne skiver er det muligt at beskri-
ve materialets virkemade. Der tages
i rapporten udgangspunkt i hen-
holdsvis en homogen isotrop mas-
siv cirkelskive og cirkelring af alu-
minium, der belastes af to liniela-
ster, hvilke beregnes som enkeltla-
ster. For begge skiveelementer fin-
des porgse udgaver heraf, hvor
formalet med disse er, at modellere
en homogen tilstand. De beregnede
flytninger og speendinger, pa bag-
grund af pafert belastning, vurderes
i forhold til bade analytiske og nu-
meriske lgsninger. Til optimering af
de numeriske beregninger er der
programmeret to specialelementer.
Udover de analytiske og numeriske
modeller er der udfert en raekke
forsgg, hvor der er malt tajninger
og flytninger, hvilke er anvendt til
at eftervise og analysere de optima-
le lgsninger.







Forord

Forord

Denne 7. semesters rapport er udarbejdet af gruppe C129 under B-studienavnet ved Aal-
borg Universitets Teknisk-Naturvidenskabelige Fakultet. Temaet for rapporten er ”Analyse
og design af baerende konstruktioner”.

Rapporten er opdelt i en reekke delafsnit for at skabe overblik. Opdelingen af rapporten er
felgende:

 Indledning

e Enhedscelle
e Cirkelskive
e Cirkelring

e Konklusion
» Bilag

» Forsag

Figurer, tabeller og ligninger er nummereret med fortlgbende numre i hvert kapitel med
tilhgrende forklarende tekst og eventuel kildehenvisning. Kildehenvisninger gives i rappor-
ten ved forfatterens efternavn og udgivelses ar, hvilket er indrammet i skarpkantede paren-
teser:

[Efternavn, udgivelsesar]

Bagerst i hovedrapporten forefindes kildelisten. Til rapporten er der vedlagt en cd-rom,
hvor rapporten findes i elektronisk udgave. Ydermere vedlaegges udarbejdede programmer
i CALFEM, toolbox til MATLAB, samt diverse beregningsark.
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Kapitel 1 — Indledning

Kapitel 1 Indledning

Beregninger af konstruktionselementer kan forekomme sa komplekse, at opstilling af en
eksakt analytisk lgsning ikke er muligt. Pa baggrund af dette faktum gnskes approksimati-
ve lgsninger i form af analytiske og numeriske modeller. | dette projekt opstilles, for to
konstruktionsudformninger, modeller pa baggrund af kinematiske, statiske og konstitutive
betingelser, hvor forudsztninger og begraensninger fastleegges. En numerisk beregning kan
med tilstreekkelig beregningskapacitet ga mod den eksakte Igsning, hvilket ofte er tidskrae-
vende. P& baggrund af dette kan resultatets ngjagtighed og kompleksitet vurderes i forhold
til tidsforbrug og de tilneermede analytiske lgsninger. Til verificerering af de approksimati-
ve lgsninger udfares forsgg.

Formalet med projektet er at skabe forstaelse for teorierne bag de numeriske og analytiske
metoder og pa denne baggrund vurdere anvendelsesmuligheder, begraensninger og resulta-
ters ngjagtighed i forhold til kompleksitet og tidsforbrug. Udelukkende elasticitetsteoreti-
ske problemstillinger bearbejdes.

| projektet tages udgangspunkt i en cirkelskive og en cirkelring, udfart i aluminium, der
betragtes som et homogent, isotropt og linearelastisk materiale, hvor elasticitetsmodulen,
E, og Poissons forhold, v, bestemmes eksperimentelt. Elementerne er vist pa figur 1.1.

Figur 1.1: Elementerne i form af cirkelskive og cirkelring.

Materialeparametrene for de viste konstruktionselementer bestemmes ved trykbelastning af
en aluminiumsklods, vist pa figur 1.2, med dimensionerne 60 x30x 30 mm.
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Del I — Indledning

Figur 1.2: Aluminiumsklods til bestemmelse af materialekonstanter for massive elementer.

Materialekonstanterne, henholdsvis elasticitetsmodul og Poissons forhold, for det massive
element er bestemt til 78600 MPa og 0,31, hvilket ligeledes fremgar under beskrivelsen af
forsggselementerne. Forsggsbeskrivelse og efterfalgende databehandling er foretaget i for-
sgg 1.

For begge konstruktionselementer undersgges indflydelsen af porgsiteter ved, at undersgge
konstruktionselementer med borede huller, jf. figur 1.3.

Figur 1.3: Porgse udgaver af cirkelskive og cirkelring.

Ved beregning af de porgse elementer antages disse, at veere homogene med &ndrede ma-
terialeegenskaber i forhold til det oprindelige materiale. Generelt defineres porgsiteten som
inklusioner i et matrixmateriale, hvilke har andre materialeegenskaber. Porgsiteten, der be-
nyttes i projektet, er en simplificering af virkeligheden, i forhold til eksempelvis beton,
hvor beskrivelse af strukturen er en kompleks problemstilling, hvor det ikke er muligt at
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Kapitel 1 — Indledning

opstille beregninger uden simplificeringer. | betonen er cementen matrixmaterialet hvor
tilslag, luft og andre tilseetninger udger inklusionerne, hvilket er vist pa figur 1.4.

S e b= i

Figur 1.4: Udsnit af betonelement.

Ved beregning af konstruktionselementer pa element niveau, benyttes entydige materiale-
konstanter, hvorved betonens mikrostruktur, sammenspillet mellem cement og inklusioner,
ikke betragtes. Traditionelt bestemmes materialeegenskaberne eksperimentelt, hvilket kan
veere en omfattende og kompliceret proces for et kompositmateriale, hvorfor materiale-
egenskaberne med fordel kan bestemmes ved beregninger med udgangspunkt i materialets
makrostruktur.

Denne problemstilling analyseres i projektets del I, hvor materialeegenskaberne estimeres
ved henholdsvis analytiske, numeriske og eksperimentelle metoder. | projektet benyttes,
som tidlige navnt, en simplificering af virkeligheden, hvorved konstruktionselementerne
eneste porgsitet udgaeres af luft, i form af systematisk borede huller. Dette benyttes til op-
stilling af enhedscellen, der er et specialelement indenfor kontinuummekanikken. Med an-
vendelsen af enhedscellen bestemmes materialeegenskaberne pa makroskopisk niveau ved
at udtage et repraesentativt volumenelement, RVE, som typisk er af starrelsesordenen 0,1
mm? for metaller. Det forudsettes af RVE undersgges sé lille som muligt, men stor nok til
at en analyse vil forklare materialets makroskopiske egenskaber.

| projektet er porgsiteterne foreskrevet, hvorved en enkelt enhedscelle udfares med dimen-
sionerne 16 x16 x 20 mm , hvorved de makroskopiske egenskaber kan beskrives. Til verifi-
cering af de estimerede materialekonstanter udferes forseg med to enhedscelleblokke, hvor
16 enhedsceller saettes sammen, jf. figur 1.5.

17



Del I — Indledning

Figur 1.5: Sammensatte enhedsceller.

Begge forsggsemner udfgres med dimensionerne 64 x 64 x 20 mm , hvorved porgsiteten, f,
beregnet ved formel (1.1) er henholdsvis 0,20 og 0,60 for @8 og @14 huller.

f :1—\\//—P (1.1)

M

Materialeegenskaberne estimeres analytisk ved forskellige metoder, fra celluleer struktur til
mere generaliserede strukturer og antagelser. Elementmetoden, FEM, benyttes til numerisk
beregning af enhedscellen. Til verificering af de beregnede resultater foreleegges til sidst en
samlet vurdering i forhold til eksperimentelt bestemte resultater.

Pa baggrund af materialeparametrene vil der i projektets del 111 blive foretaget beregninger
af flytninger og speendinger, for massiv og porgs cirkelskive. Forskellen pa beregningerne
bestar udelukkende i anvendelse af andre materialeparametre. Illustration af cirkelskiven,
som henholdsvis massiv og porgs, ses pa figur 1.6.

A

O
O
O
O
O
O

Snit A-A
Figur 1.6: Massiv og porgs cirkelskive.
Den porgse cirkelskive udfgres med 80 stk. @8 huller med en indbyrdes afstand, c/c, pa

16 mm. For skiverne defineres det effektive areal, A, som arealet af det massive materiale.
Geometriske konstanter for cirkelskiven er opstillet i tabel 1.1.
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Kapitel 1 — Indledning

Massiv cirkelskive  Porgs cirkelskive

Radius, R 79 mm 79 mm
Tykkelse, t 20 mm 20 mm
Effektivt areal, A 19607 mm? 15718 mm?
Porgsitet, f 0 0,20

Tabel 1.1: Geometriske konstanter for massiv og porgs cirkelskive.

Skiverne analyseres ved anvendelse af kompleks funktionsteori, Ritz metoden og Fourier-
reekker. Numerisk beregnes skiven ved en raekke forskellige elementtyper, hvor der pro-
grammeres to specialelementer i form af en lineaer tgjningstrekant og et spaendingshybrid-
element. For elementerne udfgres konvergensstudie. Til verificering af de beregnede resul-
tater forelaegges til sidst en samlet vurdering i forhold til eksperimentelt bestemte resulta-
ter.

Til beregningerne opstilles et statisk system, hvilket er specificeret i hvert enkelt afsnit.
Imidlertid bemarkes det, at udelukkende en kvart cirkelskive betragtes, grundet dobbelt-
symmetri, jf. figur 1.7.

100 -

Gl

&0

40F

20F

OF

-20

A0k

Rall

-80

_1 |:||:| 1 1 1
-100 -60 0 a0 100

Figur 1.7: Cirkelskive med flytningsfelt.

Figur 1.7 viser cirkelskiven pavirket af to punktlaster, som medfgrer diskontinuitet i punk-
terne, hvor enkeltkrafterne pafgres. Dette stemmer imidlertid ikke overens med virkelig-
heden, da belastningen eksperimentelt pafares over et areal. | projektet antages linielaster-
ne at virke som punktlaster.
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De elastiske kontanter for cirkelskiven er beregnet i del Il og resultaterne er opstillet i tabel
1.2.

Massiv cirkelskive  Porgs cirkelskive

Elasticitetsmodul, E 78600 MPa 48000 MPa
Poissons forhold, v 0,313 0,343
Forskydningsmodul, G 29930 MPa 25600 MPa

Tabel 1.2: Elastiske konstanter for cirkelskiven.

| projektets del 1V beregnes cirkelringen henholdsvis massiv og porgs, hvilket er illustreret
pa figur 1.8.

O |]
O O
O O T
O O
22 2r 2R
O O l
O O
O |]
B B Snit B-B

Figur 1.8: Massiv og porgs cirkelring.

Den porgse cirkelring udfgres med 76 stk. @8 huller med en indbyrdes afstand, c/c, pa
16 mm. Geometriske konstanter for cirkelringene er opstillet i tabel 1.3.

Massiv cirkelring  Porgs cirkelring

Ydre radius, R 79 mm 79 mm
Indre radius, r 24 mm 24 mm
Tykkelse, t 20 mm 20 mm
Effektivt areal, A 17797 mm? 14223 mm?
Porgsitet, f 0 0,20

Tabel 1.3: Geometriske konstanter for massiv og porgs cirkelring.

Analytisk benyttes Ritz metoden og teorien for krumme bjeelker, herunder Bernouilli-Euler
og Timoshenko, som udledes ved benyttelse af det virtuelle arbejdes princip, VAP. Nume-
riske modeller benyttes med forskellige skiveelementtyper, foruden inddeling i rette Ber-
nouilli-Euler og Timoshenko bjeelkeelementer.
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Kapitel 1 — Indledning

De elastiske kontanter for cirkelringen er bestemt i del Il og resultaterne er opstillet i tabel
14.

Massiv cirkelring  Porgs cirkelring

Elasticitetsmodul, E 78600 MPa 48000 MPa
Poissons forhold, v 0,313 0,343
Forskydningsmodul, G 29930 MPa 25600 MPa

Tabel 1.4: Elastiske konstanter for cirkelring.
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Delindledning

| de folgende kapitler estimeres materialeparametrene for henholdsvis den porgse cirkel-
skive og cirkelring. Udgangspunktet for estimaterne er de eksperimentelt bestemte materia-
lekonstanter for det massive element, pavirket ved enakset tryk.

De elastiske materialekonstanter beregnes analytiske ved forskellige metoder, hvilke be-
navnes henholdsvis Gibson Ashby, Dilute, Selvkonsistente samt Voigt & Reuss estimater.
Estimaterne bestemmer materialeegenskaberne saledes, at disse har samme egenskaber
som et isotropt, linegrt elastisk materiale. De forskellige estimater sammenlignes, hvorved
fordele og ulemper fremhaves for de enkelte modeller. Efterfalgende beregnes materiale-
konstanterne ved numeriske metoder i form af FEM analyse. Til verificering af de analyti-
ske og numerisk beregnede materialekonstanter udferes forsgg, hvorved det vurderes hvil-
ken metode, der giver det mest praecise estimat.

Til estimering af parametre benyttes udleverede noter [Myhre, 2005] med mindre andet
angives.






Kapitel 2 — Gibson Ashby metoden

Kapitel 2 Gibson Ashby metoden

Ved benyttelse af Gibson Ashby metoden betragtes et repraesentativt udsnit af pravelege-
met, som illustreret pa figur 2.1.

Figur 2.1: Representativt udsnit af pravelegemet.

Dette udsnit simplificeres til en kubisk celle, som vist pa figur 2.2.

Figur 2.2: Udsnit af provelegeme betragtes som en kubisk celle.

Hvis porgsiteten er stor kan cellestrukturen betragtes ved hjelp af Bernoulli-Euler bjalke-
teori, hvor cellesiderne betragtes som tynde bjalker der antages at deformere som vist pa
figur 2.3.
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L

Figur 2.3: Enhedscellen med udbgjning af cellevaeg ved enakset tryk.

Densiteten af cellevaeggene bestemmes ved formel (2.1).

m m
=—= 2.1
pM VM C1L2t ( )
hvor
oM er densiteten af cellevaeggene
m er massen af cellen
Vm er volumen af cellevaeggene
L er lengden og hgjden af cellevaeggene
t er tykkelsen af celleveeggene
C, er en konstant, der afhaenger af cellens geometri
Densiteten af det cellulzere materiale beregnes ved formel (2.2).
m_m
- = 2.2
TR (2.2)
hvor
Pp er densiteten af det celluleere materiale
Vp er volumen af det celluleere materiale
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Kapitel 2 — Gibson Ashby metoden

Herfra kan forholdet pp/pm skrives ved formel (2.3).

Po _ 1t
oL 2.3
y an (2.3)

I henhold til udbgjningen af bjaelkerne kan tgjningen for bjelken opskrives ved formel
(2.4), og spzendingerne igennem cellen opskrives ved formel (2.5).

0

E=— 2.4
: (2.4)
c,F

hvor

€ er tgjningen

0 er nedbgjningen af bjeelken

0 er spaendingen

C2 er en konstant, der afhaenger af cellens geometri

F er belastningen

Fra Bernoulli-Euler bjeelketeori haves (2.6), som er en relation mellem kraft og flytning.

=N

F=c, Lg” (2.6)
hvor

C, er en konstant, der afhaenger af understgtningerne

Em er elasticitetsmodulen for cellevaegsmaterialet

I er inertimomentet af cellevaeggen
Formel (2.4) og (2.6) indsattes i (2.5) og herfra fas formel (2.7).

1_ ¢t
og=c,c,—E, —¢ 2.7
2 312 M L3 ( )

hvor
3

1 t - .
c,c,—E,, — er elasticitetsmodulen for porgst materiale, Ep
SN VAL
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Del Il — Enhedscelle

Ved omskrivning af formel (2.3) haves formel (2.8).

3

3
t_3 - _Pr (2.8)
L C.Pwm

Indseettes formel (2.8) i (2.7) fas formel (2.9).

3 3
E,=Sbg P Eo ¢ Lo (2.9)
12 C.Ow Ew Pu

hvor
Ep er elasticitetsmodulen af det celluleere materiale
c er en konstant der sattes lig 1 grundet forsgg med cellens geometri og un-
derstgtningsforhold

Relationen mellem densitet og porgsitet beskrives ved formel (2.10).

Pr = Pu (1_ f) (2.10)

hvor
f er porgsiteten

Herved kan formel (2.9) omskrives til formel (2.11).

Eﬂz@—ff (2.12)
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Kapitel 2 — Gibson Ashby metoden

Pa figur 2.4 er forholdet mellem elasticitetsmodulerne som funktion af f optegnet.

1

0.8+

0.6+

0.4+

Relativt elasticitetsmodul

0.2

0 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Porgsitet, f

Figur 2.4: Relativt elasticitetsmodul for Gibson Ashby metoden.

Pa baggrund af dette gives estimatet for elasticitetsmodulet ved formel (2.12).

E.=(1-f) E, (2.12)

Gibson Ashby estimatet beregnes ved formel (2.12) for en porgsitet pa henholdsvis 0,2 og
0,6, idet elasticitetsmodulen eksperimentelt bestemmes ved disse porgsiteter.

E°? =(1-0,20)° 78600 = 40243 MPa

E®?=(1-0,60)" 78600 = 5030 MPa
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Kapitel 3 Voigt og Reuss estimater

Voigt og Reuss er analytiske estimater, hvor der tages udgangspunkt i et repraesentativt vo-
lumen element, RVE, illustreret pa figur 3.1.

Figur 3.1: Illustration af repraesentativt volumenelement, RVE.

| et RVE forudsettes voluminerne kendt for bade matrixmaterialet og inklusionerne Q;,
Q,,...,Qn. Yderligere forudseettes de konstitutive ligninger for inklusionerne, at kunne be-
regnes ved formlerne (3.1) og (3.2), da lineeerelastisk materiale betragtes.

i = D&y (3.1)
& = Ci0y (3.2)

hvor
()° betegner inklusioner i RVE
Dijki er den konstitutive tensor
Cim er fleksibilitetstensoren, C = D™

Estimering ved Voigt og Reuss giver henholdsvis en gvre- og nedreveerdi lgsning til de ek-
sakte materialekonstanter. Dette kan illustreres ved en kompositbjelke, bestaende af fi-
bermateriale og matrixmateriale, under enakset treek, jf. figur 3.2.

P P
G V@ —

Figur 3.2: Kompositbjeelke belastet ved enakset treek.

Under forudsztning af perfekt binding mellem fibrene og matrixmaterialet vil variationen
af materialernes retning med vandret, 6, give de eksakte veerdier ved henholdsvis 0° og 90°.
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Kapitel 3 — VVoigt og Reuss estimater

Dette ses ved betragtning af vinklen 90°, hvor der opstar en serieforbindelse og de svageste
led bliver afggrende for bjelkens styrke. Bjeelkens maksimale styrke findes ved 0°, paral-
lelforbindelse, hvor de sterkeste led kan belastes maksimalt.

3.1 Voigt estimat

Den samlede spanding for et RVE kan bestemmes ved formel (3.3)

i VJ. JIOkaIdV ~\/ J’V Dlmlgkl V +J. Duklgkl V +. +I Dljklgkl dV (33)
hvor
0% er den lokale spending i RVE
(O™ refererer til matrixmaterialet

ON refererer til den N"te komponent i RVE

Ved benyttelse af Voigt estimat antages plan tgjningstilstand. Yderligere vealges kinema-
tisk tilladelige flytningsfelter, hvorved (3.4) er geeldende.

=g ==\ (3.4)

Dette bevirker, at formel (3.3) kan omskrives til formel (3.5).

1
%= fra DjydV + [, DyedV +...+ [ DjdV &, (3.5)

Ved benyttelse af relationen i formel (3.6) omskrives (3.5) til formel (3.7).

Di* == v I DjdV + J’ Dy dV +...+ J’Qn Djj,dV (3.6)
V-Q Q L Q0
iy D,J“f'd Vl Djkl ..... v D (3.7)

Dette kan skrives pa formen.

D?j’ﬁigt:chD“”k, , 0sc <1, H¢ =1 (3.8)

hvor
Cn er den relative volumenandel
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Del Il — Enhedscelle

For et porgst materiale med kun én type porgsitet, kan formel (3.8) omskrives til for-
mel (3.9).

Ejote = (1= f)Ey + f E. &9)
hvor

Em er elasticitetsmodulen for matrixmaterialet

Ep er elasticitetsmodulen for det porgse materiale

| forsggsemnerne udgares porgsiteten af luft, elasticitetsmodulen er lig nul, og dermed kan
formel (3.9) omskrives til formel (3.10).

EVoigt - (1_ f ) EM (310)

porgst

For det massive materiale er elasticitetsmodulen bestemt eksperimentelt til 78600 MPa,
hvorved de forventede elasticitetsmoduler beregnes ved formel (3.10).

E% . =(1-0,20) 78600 = 62880 MPa

porgst 0,2

EVoigt
porgst 0,6

(1-0,60) 78600 = 31440 MPa

Ved opstilling af den relative elasticitetsmodul i forhold til porgsiteten fremkommer formel
(3.12).

EVoigt
porgs =1-f (311)
EM
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Kapitel 3 — VVoigt og Reuss estimater

Forholdet er illustreret pa figur 3.3.

1

0.8+

0.6+

0.4+

Relativt elasticitetsmodul

0.2

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Porgsitet, f

Figur 3.3: Relativt elasticitetsmodul som funktion af porgsiteten for Voigt estimatet.

Randbetingelserne for Voigt estimatet stemmer overens med det forventede, da den relati-
ve elasticitetsmodul er 1 ved porgsiteten 0, og 0 ved porgsiteten 1. Ydermere bemeerkes, at
forholdet beskriver gvrevardien for elasticitetsmodulen.

Forholdet mellem det massive og porgse materiale blev bestemt med den konstitutive ma-
trice som funktion af henholdsvis elasticitetsmodulen og Poissons forhold. Imidlertid kan
disse bestemmes entydigt ved anvendelse af formel (3.12).

[D,]=(1-1)[D,] (3.12)

hvor
[D,,] er tgjningstensoren for det porgse materiale

[DM] er tgjningstensoren for det massive materiale

Ved benyttelse af Voigt estimatet antages plan tgjningstilstand, hvorved den konstitutive
matrice kan opskrives ved formel (3.13).

. 1-v v 0
Dl=—+«F— v 1-v 0 (3.13)
[2] (1+v)(1-2v) 0 1(1-2)

35



Del Il — Enhedscelle

Ved benyttelse af ovenstaende er det muligt at opstilles tre ligninger med to ubekendte,
hvilket imidlertid reduceres til to ligninger, da ligningerne ved farste og anden raekke ud-
ger den samme ligning. Ved benyttelse af farste raekke i tgjningsmatricerne opstilles for-
mel (3.14) for elasticitetsmodulen for det porgse materiale.

i )E(l - )[(1 Vo) +V,| = (- f)(1+v )E(1 )[(1 Vi) ¥V |

u (3.14)
EM
(1+v,)(1-vy)

E, =—(-1+f)

(1+v,)(-1+2v;,)

Ligeledes opstilles formel (3.15) for Poissons forhold ved anvendelse af tredje raekke.

E, 1-2v, —(-1) Ey 1-2y,
(1+VP)(1_2VP) 2 (1+VM)(1_2VM) 2
U (3.15)
y :_EP+EP v, —E,, +E, f
] (-1+f)E

Ved lgsning af disse ligningssystemer bestemmes materialeparametrene, cd-bilag. Resulta-
terne er angivet i tabel 3.1.

Porgsitet 0,2  Porgsitet 0,6
Elasticitetsmodul, Ep 62880 MPa 31440 MPa
Poissons forhold, vp 0,313 0,313

Tabel 3.1: Materialeparametre beregnet ved Voigt estimatet.

Det bemarkes at Poissons forhold beregnes til samme veerdi uafhaengigt af hvilken bereg-
ningsmetode, der benyttes.

3.2 Reuss estimat
Den samlede tgjning for det RVE beregnes ved formel (3.16).

£ == f gdv == J’ CiuTa dV + f CiuTqdV +..+ f CiluoadV (3.16)

hvor
lokal

€ er den lokale tgjning i det RVE
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Ved bestemmelse af Reuss estimatet antages plan spaendingstilstand samt statisk tilladelige
flytningsfelter. Reuss estimatet beregnes ved samme procedure som Voigt estimatet, hvor-
ved (3.17) fremkommer.

n

Ci™ = chCi?k, , 0sc,s1, S = (3.17)

| projektet benyttes luft som porgsitet, med elasticitetsmodul lig 0, hvorved Reuss estimatet
opskrives ved formel (3.18).

Ci~=@-1f) C, (3.18)

For Reuss estimatet forudsettes plan spaendingstilstand, hvorved fleksibilitetstensoren op-
skrives ved formel (3.19).

1 -v 0
[c]=[p]* :é w10 (3.19)
0 0 2(1+v)

Ved elasticitetsmodulen lig 0, hvorved formel (3.19) ikke kan benyttes til bestemmelse af
materialeegenskaberne. Ved benyttelse af tgjningstensoren opskrives Reuss estimatet ved
formel (3.20).

1 1
DReuss M DM ( )

Porgs

Ved fastholdelse af den relative porgsitet, Cy, opstilles udtrykket (3.21).

—— o for D, -0 (3.21)

Dette graensetilfeelde medfarer udtrykket (3.22).

Df 0 for D, -0 (3.22)

Porgs

Dette bevirker at der ikke kan gives en entydig lgsning til elasticitetmodulen ved Reuss
estimater. Imidlertid er det vist, at Reuss er en nedrevardilgsning, hvorved elasticitetsmo-
dulen ikke kan antage negative veerdier, hvilket stemmer overens med det forventede.
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Kapitel 4 Dilute og Selvkonsistent estimater

Et homogent RVE, belastet af en kraft, t°, antages ikke pavirket af indre massekrafter.

Legemet antages at veere i ligevaegts, hvorved den lokale spaendingstensor er uden diver-
gens, hvilket er beskrevet i formel (4.1).

g =0 (4.1)

ij,j

Definition af Kroneckers delta indferes ved formel (4.2).

Xi= Jij (4.2)

Ved benyttelse af den lokale spandingstensor og Kroneckers delta, jf. formel (4.1) og (4.2)
opskrives formel (4.3).

lokal _— lokal — lokal lokal — lokal
aij - O-ik Xj),k - aik,k Xj +0—ik Xj,k - aik a-ij (43)

Spandingen for et RVE pad makroskopisk niveau bestemmes ved formel (4.4).

- l lokal
o; —VL g; o dv (4.4)

Dette omskrives til formel (4.5) ved benyttelse af Kroneckers delta, formel (4.3), og
Gauss’ integralsetning.

o; :Vl f (ai'x, )‘k dv = Vl‘[s g,%¢'x;n,ds (4.5)

Grundet ligevaegt for det RVE kan formel (4.6) opstilles for randen.
O.Iokal n. = t_s (46)

ij j i

Spandingen pa det makroskopiske niveau omskrives til formel (4.7) ved indferelse af for-
mel (4.6) i (4.5).

Ll
g, = [.t%,d (4.7)
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Kapitel 4 — Dilute og Selvkonsistent estimater

Ved benyttelse af Dilute- og Selvkonsistente estimater betragtes det RVE indeholdende
inhomogeniteter i form af spandingsfrie huller, som forstyrrer det inde spaendingsfelt. Det
RVE er illustreret pa figur 4.1, hvor det totale volumen og hele randen betegnes henholds-
vis V og S. Randen af inhomogeniteter betegnes S;, mens det totale volumen fratrukket in-
homogeniteternes volumen betegnes M.

\Y S

Figur 4.1: RVE ved Dilute- og selvkonsistente estimater.

Dermed opskrives spandingen ved formel (4.8).

0, = [, odv (4.8)

Tajningen, pa det makroskopiske niveau, er imidlertid ikke lig den gennemsnitlige lokale
tajning, hvorfor formel (4.9) opskrives.

1 —
& = \7J:/ £i|j°kaldV =&+ é‘i‘; 4.9
hvor
Eij er tgjningen for det homogene tilfeelde
.95 er tillegstgjningen, der forekommer ved tilstedevaerelsen af porgsiteter

Til beregning af tilleegstgjningen opstilles to lasttilfeelde. Farste lasttilfeelde opstilles ved en
virtuel homogen spandingstilstand pa det RVE samt randen af huller, hvilket er givet ved
(4.10).

,_ Nndo; pas
t = . (4.10)
n,0o; pas
hvor
n. er normalvektoren
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o0;; er en vilkarlig virtuel plan spanding

Ligeledes forudseettes plan tgjningstilstand, hvorved flytningen bestemmes ved formel
(4.11).

Ui = X;08; = X;C;1300, (4.11)

Det andet lasttilfeelde beskriver den virkelige speendingstilstand, jf. (4.12).

no, pas
= 1% P (4.12)
0 pa$

Den tilhgrende tgjningstilstand er givet ved (4.13).

2 _ ,lokal _— lokal — lokal -lokal
ui - ui - Xj‘c"ij - XjCijkI akl (413)

Den reciprokke s&tning indfares ved formel (4.14).

Is tu’dsS = J’S t?u'dS (4.14)

Ved benyttelse af formel (4.14) for de to lasttilfeelde opstilles (4.15).

[ (ndo, )u'ds [, (ndoy, Ju*ds = fs (n,0; )uids
U (4.15)
oo, (J'S (NyGin ) X,CijadS —J’S nu'ds __[s nluLokaldS) -0

Den virtuelle spznding er vilkarlig og symmetrisk, hvorved det er ngdvendigt for indhol-
det af parentesen i formel (4.15), at den asymmetriske del er lig 0, formel (4.16).

[ (N0 ) X,CydS —%J’S (nlu,'("ka' +n, U™ ) ds —%J’S (nlu'k°ka' +n,u™ ) dS=0 (4.16)

Da fleksibilitetstensoren ikke varierer med positionen, kan den ferste integration i formel
(4.16) bestemmes ved (4.17), hvor ligevaegt og Gauss’ divergensteori benyttes.
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Ln 0;%,C;,dS = Cy S(aimxj)nmdS =Ciy V(a X'),m dv =

m~ij i im”j

_ (4.17)
Cijle a-imxj,mdv = CijkIIV o-ima-jmdv = ‘EV
For et homogent materiale, uden revner, kan tgjningen opskrives ved formel (4.18).
£ =1 (u"’ka'n +u'™n )dS (4.18)
i T oy .[s i T T :

Ved benyttelse af formel (4.9), (4.16), (4.17) og (4.18) bestemmes tilleegstgjningen ved
(4.19).

, :%J-S(uilokalnj +u|jokalni)ds :Eij _%J'Sl(uilokalnj +u|_oka|ni)ds

]

(4.19)

gij? = _% . (uilokalnj +u|joka|ni)ds

4.1 Dilute Estimatet

Ved benyttelse af Dilute estimatet tages der udgangspunkt i et RVE, som indeholder perio-
diske raeekker med cirkulere huller, jf. figur 4.2.

@ b

Figur 4.2: Materiale med periodiske cirkulaere huller.

For det RVE forudsattes plan spaendingstilstand, hvorved den konstitutive betingelse er
givet ved formel (4.20).

o5 = %((1+ V)0, —vJaﬂaW) (4.20)

2/
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Del Il — Enhedscelle

For inhomogeniteterne, jf. formel (4.19), beregnes tgjningstilleegget i polere koordinater
ved formel (4.21).

2
gi‘jf = —% J' (uilokaln_ + uI_okal n )adH (421)
0

] ]

Til bestemmelse af flytninger pa randen benyttes en standard lgsning, som er beskrevet ved
parametrene i (4.22), og udviklet for et kontinuum med stor afstand mellem belastning og
hul.

n, = -cos(8)
n, =-sin(6)
u* =u, cos(8)-u,sin(6)

uy =u, sin(8) -u, cos(6)

2 2 (4.22)
a. at 4da a
U’ZZ_E (1+v) - cos(29)+Tcos(29)+(l+v)7+(1—v)r
g. a’ 2a’ .
ug:_z_llzl (1+v) s r+T(1_V) sin (26)

For spaendingen pa den indre rand, r = a, opskrives flytningen i radial og tangentiel ret-
ning ved formel (4.23).

g,a
U = 2u

r

(1+2cos(26))

m

2 (4.23)
u, = —%sin(w)

Ved Dilute estimatet regnes hvert enkelt hul omgivet af matrixmaterialet, hvorved der ikke
tages hensyn til de gvrige huller. Integration af (4.21) findes for x;-retningen ved formel
(4.24).

. 30, f
£11 = él

c o,f
&y =~ 1El (4.24)
&,=0
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Ligeledes beregnes for x,-retningen, jf. formel (4.25).

c o, f
&L= 2E2

c 30, f
£, = -2 (4.25)
&, =0

Der indfgres et relativt koordinatsystem, roteret 45 i forhold til det oprindelige Xi- X,-
koordinatsystem, hvorved (4.26) fremkommer.

;=0

£y = (4.26)
. 4o, f

£12 - éz

Tilleegstgjningerne givet ved formel (4.24) til (4.26), er beregnet ved tre forskellige tilstan-
de, hvorved superpositionsprincippet benyttes med formel (4.20), jf. formel (4.27).

-9, "V0y, 30, f _0pf

T T E E

g, = a,, —E vay, 30é2f B UE f (4.27)
1+vo. 4., f

£, = = 12 4 éz

Omskrivning af ovenstaende giver estimaterne ved formel (4.28) og (4.29).

vy *+ f
V. = 4.28
Y (4.28)
EM
= 4.29
Y (4.29)
hvor
VM er Poissons forhold for det massive materiale
Vp er Poissons forhold for det porgse materiale
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Elasticitetsmodulen opstilles som funktion af porgsiteten ved formel (4.30).

1
1+3f

(4.30)

E
EM

Elasticitetsmodulen som funktion af porgsiteten er illustreret grafisk pa figur 4.3.

0.8+ B

0.6 E

0.4} .

Relativt elasticitetsmodul

0.2+ B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Porgsitet, f

Figur 4.3: Relativt elasticitetsmodul for Dilute estimatet.

Det fremgar af figur 4.3, at det relative elasticitetsmodul er 1 ved massivt materiale, hvilket
stemmer overens med virkeligheden. Derimod er der stadig stivhed i materialet ved fuld
porgsitet, hvilket ikke er muligt, hvorved det kan konkluderes at porgsiteten skal vare for-
holdsvis lille for, at metoden er anvendelig. Dette kan begrundes ved benyttelse af generel
flytning af randen, hvor denne teori er udviklet for et kontinuum med stor afstand mellem
belastning og hul.

For cirkelskive og cirkelring estimeres Poissons forhold og elasticitetsmodulen ved hen-
holdsvis formel (4.28) og (4.29), hvor resultaterne er angivet i tabel 4.1.

Porgsitet 0,2  Porgsitet 0,6
Elasticitetsmodul, Ep 49125 MPa 28071 MPa
Poissons forhold, vp 0,321 0,326

Tabel 4.1: Materialeparametre beregnet ved Dilute estimatet.
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4.2 Selvkonsistent estimat

I modszatning til Dilute estimatet beregner det selvkonsistent estimat hvert enkelt hul sale-
des, at det omgivende matrixmateriale har egenskaber som det vaegtede materiale. Dette
bevirker at superponeringen af den generelle Igsning omkring hul samt Hookes lov gives
ved (4.31).

g, — V0. 3o0.f o,f
£, = 11E 2 4 él _ %

o, -vo, 3o,f o.f
522=—22E H+ éz - % (4.31)
512:1+|\E/012+40é2f

Omskrivning af estimaterne kan opstilles ved formel (4.32) og (4.33).

Vo =V, (1-3f)+ f (4.32)

E,=E, (1-3f) (4.33)

Ved benyttelse af formel (4.33) findes udtrykket for den relative elasticitetsmodul ved for-
mel (4.34).

Ee _1-3f (4.34)

M
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Grafisk er funktionen foreskrevet pa figur 4.4.

0.6 f

Relativt elasticitetsmodul

0.2} 1

0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Porgsitet, f

Figur 4.4: Relativt elasticitetsmodul for den selvkonsistente metode.

For at den selvkonsistente metode er geldende skal porgsiteten ligge i intervallet O til 0,33.
Ved porgsiteter fra 0,33 til 1 bliver elasticitetsmodulen negativt, hvilket ikke stemmer
overens med virkeligheden.

For cirkelskive og cirkelring estimeres Poissons forhold og elasticitetsmodulen ved hen-
holdsvis formel (4.32) og (4.33), hvor resultaterne er angivet i tabel 4.2.

Porgsitet 0,2  Porgsitet 0,6
Elasticitetsmodul, Ep 31440 MPa -62880 MPa
Poissons forhold, vp 0,325 0,350

Tabel 4.2: Materialeparametre beregnet ved selvkonsistente estimat.
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Kapitel 5 Wurdering af analytiske estimater

Pa baggrund af materialekonstanter for massive elementer, udfertes der i kapitel 2 til
kapitel 4, forskellige analytiske estimater for porgse elementer. Pa baggrund af disse er der
I tabel 5.1 opstillet estimaterne for porgsiteten 0,2.

Elasticitetsmodul  Poissons forhold

E; Vs
Gibson Ashby 40243 MPa -
Voigt 62880 MPa 0,313
Reuss Positivt -
Dilute 49125 MPa 0,321
Selvkonsistente 31440 MPa 0,325

Tabel 5.1: Elastiske materialekonstanter for porgst materiale, ved forskellige metoder.

Derudover er der for hvert enkelt estimat optegnet forholdet mellem porgsiteten og det re-
lative elasticitetsmodul, hvilket er vist pa figur 5.1

—O— Gibson Ashby
—*— Voigt

—>— Reuss

—+— Dilute

—H— Selwkonsistente

0.9\

0.8

0.7

0.6+

0.5+

0.4r

Relativt elasticitetsmodul

0.3+

0.2

0.1+

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Porgsitet, f

Figur 5.1: Forholdet mellem porgsitet og relativt elasticitetsmodul ved forskellige estimater.

Reuss estimatet forudseetter plan tgjningstilstand, hvilket giver en nedreveerdilgsning for
estimaterne. Dette bevirker, at estimeringen ved den Selvkonsistente metode ved porgsite-
ter over 0,33 ikke kan benyttes, hvilket ligeledes stemmer overens med virkeligheden. De
resterende estimater overholder Reuss nedreveerdi.
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For Dilute estimatet og den selvkonsistente metode blev der taget udgangspunkt i et RVE
indeholdende periodiske cirkuleere huller, hvor der forudszttes plan spandingstilstand.
Den selvkonsistente metode medtager interaktionen mellem hullerne, hvilket ikke er til-
feeldet ved Dilute estimatet. Dilute estimatet forkastes ved porgsiteter over 0,66, da kryds-
ningen med Voigt estimatet foretages ved denne porgsitet. Dette gares da Voigt estimatet
giver en gvrevardilgsning for elasticitetsmodulen, baseret pa antagelse om plan tgj-
ningstilstand

Eneste estimat der overalt befinder sig mellem gvre- og nedreveerdilgsningen er beregnet
med Gibson Ashby metoden, hvor der tages udgangspunkt i en cellemodel, hvor Bernoulli-
Euler bjeelketeori kan benyttes.
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Kapitel 6 Numerisk analyse af enhedscelle

| det fglgende afsnit gennemferes en numerisk analyse af enhedscellen til bestemmelse af
midlede verdier for elasticitetsmodulen og Poissons forhold, saledes at den konstitutive
matrice [D] kan bestemmes. Analysen udferes ved, at undersgge de midlede spandinger,
der fremkommer ved en pafert tgjningstilstand. Estimatet sammenlignes herefter med de
analytiske beregninger og de udfarte forsgg.

6.1 Opbygning af beregningsmodel for enakset tgjning

Elasticitetsmodulen og Poissons forhold for enhedscellen analyseres for en flytningstil-
stand, der svarer til enakset tgjning, som illustreret pa figur 6.1, hvor deformationen af en-
hedscellen ligeledes er illustreret.

Figur 6.1: Udeformeret og deformeret enhedscelle udsat for enakset tgjning.

Grundet dobbeltsymmetrien af enhedscellen kan denne opdeles i fire &kvivalente dele. Idet
enhedscellen opdeles i fire dele og pavirkes af enakset treek, fremkommer en spandings-
fordeling, som er principielt illustreret pa figur 6.2.
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1 b
il

Figur 6.2: Symmetrisk opdeling af enhedscelle med principielle spendinger.

Opdelingen grundet dobbeltsymmetrien af enhedscellen bevirker, at det kun er ngdvendigt
at regne pa en kvart enhedscelle, hvilket reducerer beregningstiden betydeligt. Ved be-
tragtning af spaendingsfordelingen pa figur 6.2 ses det, at forskydningsspandingerne op-
heaver hinanden, hvorfor disse ikke medtages i beregningerne. De resterende normalspaen-
dinger, der medtages i beregningerne er vist pa figur 6.3.

YYRNRNY

——
F——
——
——

Figur 6.3: Kvart enhedscelle med angivelse af midlede spandinger.

Med udgangspunkt i ovenstaende spandingsbetragtning, opstilles beregningsmodellen for
enakset tagjning. Modellen opbygges af isoparametriske firkantelementer med otte knuder,
der hver har to frihedsgrader. Princippet for opbygningen af den kvarte enhedscelle er illu-
streret pa figur 6.4, hvor modellen er inddelt i 16 elementer. Pa figuren er de globale knu-
denumre, elementnumre, understgtningsforhold samt flytningsfelt ligeledes angivet.
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Figur 6.4: Principiel opbygning af den kvarte enhedscelle, hvor den stiplede linie viser flytningen af randen.

Opbygningen af modellen er parametriseret, sa der kan a&ndres pa radier, R og r, flytnin-
gens starrelse, V, samt antallet af elementer. Elementernes udeformerede dimensioner til-
passes saledes, at alle elementer i en reekke har samme leengde, hvilket skaber en jevn for-
deling af elementerne. Det bedste beregningsresultat fremkommer hvis elementerne er til-
nermelsesvis kvadratiske, hvilket ikke altid er tilfeldet ved denne opbygning, da modellen
er opbygget saledes, at de ydre dimensioner kan &ndres frit. Elementerne bliver som navnt
ikke altid kvadratiske, men ved de dimensioner af enhedsceller der benyttes i dette projekt,
anses problemet at veaere uden betydning. Modellen findes som cd-bilag.

6.2 Bestemmelse af elasticitetsmodulen og Poissons forhold

Til bestemmelse af spaendingerne i enhedscellen antages plan spandingstilstand i enheds-
cellen og formel (6.1) benyttes til bestemmelse af systemets knudekrafter. Udledningen af
formel (6.1) kan ses i bilag C.

[K]{r}={R} 6.1)

hvor
[K] er systemets globale stivhedsmatrice
{V} er systemets knudeflytninger
{R} er knudekrafterne
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Ved anvendelse af formel (6.1) bestemmes knudekrefterne langs de to frie rande. Krafter-
ne summeres til to resulterende kraefter, Fx og Fy, i henholdsvis x- og y-retningen. Span-
dingerne oy 0g 0y, pa de to rande bestemmes med formel (6.2) og (6.3).

o =Fx (6.2)
A
F
g, = Ey (6.3)
hvor
Ay er tveersnitsarealet af den hgjre rand
Ay er tveersnitsarealet af den gverste rand

Elasticitetsmodulen, E, og Poissons forhold, v, bestemmes ved hjelp af Hookes lov for
plan spandingstilstand, som vist i formel (6.4).

1
£ = E((1+ V)0, - Juﬂayy) (6.4)

hvor
Oup er Kroneckers delta

Elasticitetsmodulen og Poissons forhold analyseres for to enhedsceller med en huldiameter
pa 8 mm og 14 mm, svarende til en porgsitet pa henholdsvis 0,2 og 0,6. Begge enhedscel-
ler er kvadratiske med en bredde pa 16 mm. I den falgende gennemgang betragtes enheds-
cellen med en huldiameter pa 8 mm.

Ved at pafgre beregningsmodellen en flytning, V, jf. figur 6.4, bestemmes normaltgjnin-
gen, &, ved formel (6.5).

£

XX

_V
== (6.5)
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Ved anvendelse af 6400 elementer og en flytning pa 1 fremkommer fglgende resultater.

£, =0125

yy = 0

o, =6596,1 MPa
g, =1802,9 MPa

™

Ved benyttelse af resultaterne samt formel (6.4), opstilles to ligninger med to ubekendte og
elasticitetsmodulen og Poissons forhold bestemmes.

0125==((1+v)6596,1- v (6596,1+1802,9))

m|~

E = 48013 MPa

0==((1+v)1802,9 - v(6596,1+1802,9)) v=0,342

—

1
E

Beregningerne er for begge enhedsceller foretaget med forskellige inddelinger af elemen-
terne, hvorefter der er foretaget konvergensstudier af beregningsresultaterne. Resultater
samt konvergensstudier er nermere beskrevet i afsnit 6.5.

6.3 Opbygning af model for ren forskydning

Forskydningsmodulen for enhedscellen bestemmes ved at analysere en tgjningstilstand, der

svarer til ren forskydning, som illustreret pa figur 6.5, hvor deformationen af enhedscellen
ligeledes er illustreret.

Figur 6.5: Udeformeret og deformeret enhedscelle udsat for ren forskydning.

Grundet dobbeltsymmetrien af enhedscellen kan den opdeles i fire akvivalente dele. Idet

enhedscellen opdeles i fire dele og pavirkes af ren forskydning, fremkommer en spaen-
dingsfordeling som er principielt illustreret pa figur 6.6.
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/ N

Figur 6.6: Symmetrisk opdeling af enhedscelle med principielle spandinger.

Opdelingen af enhedscellen bevirker, som ved enakset tgjning, at det kun er ngdvendigt at
regne pa en kvart enhedscelle, hvilket reducerer beregningstiden betydeligt. Ved betragt-
ning af spendingsfordelingen pa figur 6.6 ses det, at normalspandingerne ophaever hinan-
den, hvorfor disse ikke medtages i beregningerne. De resterende forskydningsspandinger,
der medtages i beregningerne er vist pa figur 6.7.

Do e e e e e e ]

Figur 6.7: Kvart enhedscelle med angivelse af spaendinger.

Ved opstillingen af beregningsmodellen er enhedscellen grundet programmeringsmaessige
arsager roteret 45° i forhold til det ovenstaende. Beregningsmodellen for ren forskydning er
opbygget af isoparametriske firkantelementer med otte knuder, der hver har to frihedsgra-
der. Princippet for opbygningen af den kvarte enhedscelle er illustreret pa figur 6.8, hvor
modellen er inddelt i 16 elementer. Pa figuren er de globale knudenumre, elementnumre,
understgtningsforhold samt flytningsfelt ligeledes angivet.
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Figur 6.8: Principiel opbygning af den kvarte enhedscelle, hvor den stiplede linie viser flytningen af randen.

Opbygningen af modellen er ligesom ved enakset traek parametriseret, sa der kan andres
pa radier, R og r, flytningens starrelse, V, samt antallet af elementer. Ved denne model
galder samme betragtninger om aflange elementer samt bestemmelse af spaendinger, som
ved modellen for enakset treek. Modellen findes som cd-bilag.

6.4 Bestemmelse af forskydningsmodulen

Ved bestemmelsen af enhedscellens forskydningsmodul, G, antages ligeledes plan spen-
dingstilstand i enhedscellen, og formel (6.1) benyttes til at bestemme systemets knudekraef-
ter.

Ved anvendelse af formel (6.1) bestemmes og summeres reaktionerne, Fyy, i knuderne
langs den frie rand. | beregningsmodellen bestemmes reaktionerne i x- og y-retning, hvor-
for disse projeceres ind pa randen. Spaendingen oy, vinkelret pa den frie rand bestemmes
med formel (6.6).
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F
o =X (6.6)

xy
Yy
hvor
Ay er tveersnitsarealet af den frie rand

Med kendte spaendinger pa den frie rand bestemmes forskydningsmodulen, G, for enheds-
cellen ved formel (6.7).

g
G=2x (6.7)

hvor
Yxy er forskydningstgjningen

Forskydningsmodulen analyseres for de samme to enhedsceller, som ved bestemmelsen af

elasticitetsmodulen og Poissons forhold. I den fglgende gennemgang betragtes enhedscel-
len med en huldiameter pd 8 mm.

Ved at pafare beregningsmodellen en flytning, V, jf. figur 6.8, bestemmes forskydningstgj-
ningen, Yyy, ved formel (6.8).

\Y
Yy =2 tan R

(6.8)
Ved anvendelse af 14400 elementer og en flytning pa 1 fremkommer fglgende resultater.
Y,y =0,2513
g,, =6430,77 MPa
Med resultaterne, samt formel (6.7), bestemmes forskydningsmodulen for enhedscellen.

G- 6430,77
0,2513

= 25590 MPa

Benyttes formel (6.4) til bestemmelse af forskydningsmodulen bliver resultatet 17875
MPa, hvilket afviger fra den numeriske model. Resultatet fra den numeriske model anses
for vaerende mest korrekt, idet den normale teori ikke tager hensyn til huller i materialet.
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Beregningerne er for begge enhedsceller foretaget med forskellige inddelinger af elemen-
terne, hvorefter der er foretaget konvergensstudier af beregningsresultaterne. Resultater
samt konvergensstudier er naermere beskrevet i afsnit 6.5.

6.5 Konvergensstudie

| dette afsnit foretages et konvergensstudie pa elasticitetsmodulen og Poissons forhold for
enhedscellerne. Dette gares ved at estimere eksakte verdier af disse starrelser ud fra veer-
dier fra tre forskellige mesh. Som kilde er [Cook, 2002] anvendt.

Generelt betegnes den betragtede feltstarrelse, ®, hvor den relative fejl pa feltstarrelsen
antages at kunne udtrykkes som formel (6.9).

®, -0
o

[

e =ch’=

o (6.9)

hvor
er en problemkonstant
er en karakteristisk elementleengde
er konvergensraten
er feltstarrelsen beregnet i modellen
o0 er den konvergerede veerdi af feltstarrelsen

8 6L 5O

Beregnes feltstarrelsen for tre forskellige inddelinger, kan de tre ubekendte, ¢, q 0g P i
(6.9) bestemmes. Idet ¢ og q er konstante for forskellige elementinddelinger, kan ¢ elimine-
res.

=B % P79, (6.10)
®,h' @ h,

Ved isolation af @, i formel (6.10) fas (6.11).

_0,h -0, ht -0, (h/h,)

@,
h, —h¢ 1—(hl/h2)q

(6.11)

Idet den konvergerede veerdi gnskes konstant, og ved at kreeve samme forhold mellem
elementlaengderne, h, i de forskellige inddelinger, kan konvergensraten findes ved (6.12).

(6.12)
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hvor
m er forholdet mellem elementleengderne, jf. formel (6.13)

mh, =h, :%hg (6.13)

Den teoretiske vardi af konvergensraten forventes at have vardien af ordenen pa fejlen pa
den betragtede feltstarrelse. Fejlen pa feltstgrrelsen antages en hgjere en ordenen pa selve
feltstarrelsen. Hvis eksempelvis feltstarrelsen er en flytning af farste orden, vil fejlen vaere
af anden orden og den teoretiske konvergensrate er derfor to.

Nar konvergensraten er bestemt kan den eksakte veerdi estimeres ved (6.11).

6.5.1 Konvergens af enhedscelle med porgsitet 0,2

Beregningsresultaterne der anvendes til bestemmelsen af elasticitetsmodulen og Poissons
forhold for enhedscellen med porgsitet 0,2, er opstillet i tabel 6.1, hvor tidsforbruget samt
elementleengden ligeledes er angivet. @vrige beregningsresultater findes som cd-bilag.

Antal Antal Elementleengde, Elasticitetsmodul, Poissons Beregningstid
elementer  frihedsgrader h E [MPa] forhold, v [s]

400 2602 0,100 48013,15 0, 34154 3

1600 10002 0,050 48013,18 0, 34161 34

6400 39202 0,025 48013,49 0, 34163 615

Tabel 6.1: Beregningsresultater for enhedscellen med porgsitet 0,2.

For enhedscellen med en porgsitet pa 0,2 anvendes elementlengden, h, jf. formel (6.14).

he ROT (6.14)
4'Nbred
hvor
R er ydre radius i cirkelskiven
r er indre radius i cirkelskiven

Npred er antallet af elementer i bredden

Der veelges et forhold mellem elementleengderne i de forskellige modeller pa m lig 2, som
opnas ved at fordoble antallet af elementer i bredden ved en ny inddeling.
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Elasticitetsmodul

Til bestemmelse af konvergensraten og estimering af den eksakte veerdi benyttes resulta-
terne i tabel 6.1. Herved bestemmes konvergensraten for elasticitetsmodulen med formel
(6.12).

48013,15-48013,18
q = 48013,18 - 48013,49
§ In(2)

=-3,29

Det ses at konvergensraten er negativ, hvilket betyder at modellen giver darligere resultater
jo flere elementer der benyttes. Dette strider imod det forventede og kan umiddelbart for-
klares ved, at nogle elementer i modellen bliver meget aflange ved mange elementer.

Herefter estimeres den eksakte veerdi af elasticitetsmodulen med formel (6.11).

£ . 4801318-48013 49 (2)7*

= 48013 MPa
] 1_ (2)—3,29

Pa figur 6.9 er den konvergerede verdi af elasticitetsmodulen plottet sammen med bereg-
ningsresultater for forskellige inddelinger af enhedscellen. Det fremgar af figuren, at ela-
sticitetsmodulen ikke konvergerer mod den eksakte veerdi ved flere elementer, svarende til
en finere inddeling. Problemet kan eksempelvis skyldes numeriske fejl, som opstar ved af-
lange elementer.

4
4.8017 x10
4.8017 -
4.8016 -
4.8015 -
4.8015 -
4.8015 -

4.8014 -

Elasticitetsmodul, E [MPa]

4.8014 -

4.8013 -

4.8012

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Antal elementer

Figur 6.9: Konvergens for elasticitetsmodulen. Linien angiver estimatet pa den eksakte veardi.
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Pa figur 6.10 er den relative fejl pa elasticitetsmodulen illustreret. Det ses, at de aktuelle
fejl ikke folger den forventede fejl, hvilket stemmer overens med den manglende konver-
gens. Det fremgar ligeledes af figuren, at fejlen er af starrelsesordenen 10° ved 1000 ele-
menter, hvilket antyder, at det ikke er ngdvendigt, at lave en meget fin inddeling, idet be-
regningstiden gges kraftigt ved flere elementer, jf. tabel 6.1.

0
10 r
-2
10 r

-4
10 r

Relativ fejl

-6
10 -

-8
10 L I I I Lo
1 2 3 4
10 10 10 10
Antal elementer

Figur 6.10: Relativ fejl pa elasticitetsmodulen. Linien angiver den forventede fejl efter formel (6.9).

Poissons forhold

For Poissons forhold bestemmes pa tilsvarende vis konvergensrate estimatet af den eksakte
veerdi.

0,34154-0,34161
0,34161-0,34163

= =1,75
e In(2)
1,75
" _ 0,34161 0,345563(2) - 0,343
1-(2

Poissons forhold er illustreret pa figur 6.11, hvor det ses, at resultatet konvergerer mod den
eksakte vaerdi ved cirka 1000 elementer.
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0.342

0.3418 -

0.3416 -

Poissons forhold,v

0.3408 -

0.3406 |,

0.3414

0.3412

0.341 °

0.3404
0

200 400 600 800 1000
Antal elementer

Figur 6.11: Konvergens for Poissons forhold. Linien angiver estimatet pa den eksakte verdi.

Den relative fejl pa Poissons forhold er vist pa figur 6.12, hvor de aktuelle fejl er lidt hgje-
re end de forventede. Fejlen er af starrelsesordenen 10 for 1000 elementer, hvorfor der
ikke er behov for en finere inddeling til bestemmelsen af Poissons forhold.

2
10 ¢

-3
10 |

Relativ fejl

-4
10 +

-5
10

1
10

2 3 4
10 10 10
Antal elementer

Figur 6.12: Relativ fejl pa Poissons forhold. Linien angiver den forventede fejl efter formel (6.9).
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Forskydningsmodul

Beregningsresultaterne der anvendes til bestemmelsen af forskydningsmodulen for enheds-
cellen med porgsitet 0,2, er opstillet i tabel 6.2, hvor tidsforbruget samt elementlengden
ligeledes er angivet.

Antal Antal Elementlengde, Forskydningsmodul, Beregningstid
elementer  frihedsgrader h G [MPa] [s]

900 5702 0,067 25507,90 12

3600 22202 0,033 25562,96 185

14400 87602 0,017 25589,97 3409

Tabel 6.2: Beregningsresultater for enhedscellen med porgsitet 0,2.

Konvergensraten og den eksakte veerdi af forskydningsmodulen estimeres tilsvarende.

25507,90 — 25562, 96
0 = 25562,96 — 25589, 97
¢ In(2)

=1,03

_ 25562,96 - 25589,97 (2)"”

= 25616 MPa
0 l_ (2)1,03

Figur 6.13 illustrerer konvergensen af forskydningsmodulen. Det fremgar af grafen, at for-
skydningsmodulen konvergerer langsomt i forhold til elasticitetsmodulen og Poissons for-
hold.

2.5651

256
2.555
2.5
2545+

254"
2535

2.53r

Forskydningsmodul, G [MPa]

2.525r

2.525%

2.515 ‘ : :
0 5000 10000 15000

Antal elementer

Figur 6.13: Konvergens for forskydningsmodulen. Linien angiver estimatet p& den eksakte vaerdi.
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Fejlen pa forskydningsmodulen er optegnet pa figur 6.14, hvor det ses at de aktuelle fejl
stemmer overens med de forventede. Fejlen pa forskydningsmodulen er starre end fejlen
pa elasticitetsmodulen og Poissons forhold, hvilket stemmer overens med konvergensen
vist pa figur 6.13. Ved 15000 elementer er fejlen af starrelsesordenen 107, hvorfor det der-
for ngdvendigt med en fin inddeling, hvis der skal fremkomme acceptable beregningsresul-
tater.

-1
10 ¢

2
10 r

Relativ fejl

3
10
0 1 2 3 4 5
10 10 10 10 10 10
Antal elementer

Figur 6.14: Relativ fejl pa forskydningsmodulen. Linien angiver den forventede fejl efter formel (6.9).

6.5.2 Konvergens af enhedscelle med porgsitet 0,6

Konvergensstudier for enhedscellen med porgsitet 0,6 foretages analogt til afsnit 6.5.1 og
er vedlagt som cd-bilag.
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Kapitel 7 Forsggsresultater for enhedscelle

Til sammenligning af de analytiske og numeriske beregninger er eksperimentelle forsgg
udfart pa to enhedsblokke, hvilke er vist pa figur 7.1.

Figur 7.1: Enhedsblokke til bestemmelse af verificering af elasticitetsmodulen.

Forsggselementerne er udformet med dimensionerne 64 x 64 x20 mm med borede huller
med diameter 8 og 14 mm, hvorved porgsiteten bliver henholdsvis 0,20 og 0,60. Forsggene
er udfert pa en sadan made at det ikke er muligt at bestemme Poissons forhold. For for-
sggsbeskrivelse og usikkerheder ved forsggene henvises til forsgg 2, hvorfor der i falgende
udelukkende er angivet resultaterne af disse. For forsggselementet med porgsitet 0,2 er re-
sultaterne angivet i tabel 7.1.

Porgsitet 0,2
Elasticitetsmodul, E 44500 MPa
Signifikansniveau, o 0,05
Konfidensinterval 44006 MPa < E < 45005 MPa
Systematisk fejl, f 1,115 - 10°®
Konfidensinterval 1,11-10° < f < 1,12 -10°
Malinger 276
R’ 1,0

Tabel 7.1: Resultater for praveelement med porgsitet 0,20.

Ligeledes er resultaterne for forsgg med porgsiteten 0,6 angivet i tabel 7.2.

Porgsitet 0,6
Elasticitetsmodul, E 15247 MPa
Signifikansniveau, o 0,05
Konfidensinterval 15122 MPa < E < 15375 MPa
Systematisk fejl, f 1,73-10°
Konfidensinterval 1,65-10° < f < 1,80-10°
Malinger 352
R? 0,99

Tabel 7.2: Forsagsresultater for prgveelement med porgsitet 0,60.
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Kapitel 8 Wurdering af materialekonstanter

| det falgende sammenholdes de analytiske, numeriske og eksperimentelt bestemte materi-
alekonstanter for porgsiteten 0,2. Pa baggrund af denne sammenligning vurderes det hvilke
materialekonstanter der skal anvendes til beregninger af de porgse prgveelementer.

Materialekonstanterne for det massive materiale er bestemt i forsgg 1, hvor resultaterne
forekommer som angivet i tabel 8.1.

Elasticitetsmodul  Poissons forhold
Em Vm
Massivt prgveelement 78600 MPa 0,313

Tabel 8.1: Elastiske materiale konstanter for massive emner.

| de foregaende kapitler er elasticitetsmodulen beregnet ved forskellige analytiske og nu-
meriske metoder, hvor resultaterne af disse er angivet i tabel 8.2, for porgsiteten 0,2.

Elasticitetsmodul  Poissons forhold

Ep Vp
Gibson Ashby 40243 MPa -
Voigt 62880 MPa 0,313
Reuss Positivt -
Dilute 49125 MPa 0,321
Selvkonsistente 31440 MPa 0,325
Numerisk 48600 MPa 0,343

Eksperimentelt 45000 MPa -

Tabel 8.2: Resultater for estimater af elasticitetsmodulen.

Ved bestemmelse af Poissons forhold er det ikke muligt at beregne denne ud fra eksperi-
mentelle resultater, hvorved det ikke er muligt at ssmmenholde de analytiske og numeriske
resulter. Grafisk er estimaterne for det relative elasticitetsmodul givet i figur 8.1, hvor det
relative elasticitetsmodul er sat op i forhold til porgsiteten.
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Figur 8.1: Grafisk fremstilling af beregning af elasticitetsmodulen.

Af figur 8.1 fremgar det, at ingen af de beregnede estimater stemmer helt overens med de
eksperimentelle resultater. De analytiske estimater VVoigt og Reuss anviser henholdsvis gv-
re- og nedreverdilgsninger, hvoraf det kan bemarkes af de numeriske beregnede materiale
konstanter ligger inden for disse. Den selvkonstitutive metode anses for ikke at veere an-
vendelig i denne sammenhang, da disse resultater ligger forholdsvis langt veek fra de eks-
perimentelle og numeriske resultater. Yderligere kan denne metode ikke anvendes ved po-
rgsiteter over 0,33. Ved lave porgsiteter findes en forholdsvis god sammenhang mellem
Gibson Ashby, Dilute, numeriske og eksperimentelle resultater, men sammenhangen bli-
ver darligere ved stigende porgsitet. Pa baggrund af dette kan det ikke vurderes om det er
Gibson Ashby eller Dilute der giver det bedste estimat. Gibson Ashby den simpleste analy-
tiske metode, men giver intet estimat pa Poissons forhold, hvorfor denne metode ikke kan
benyttes. De numeriske beregninger giver et bedre bud pa materialekonstanterne end dilu-
te, hvorfor resultaterne fra de numeriske resultater benyttes til beregning af de porgse pre-
veelementer. Ydermere er det ikke muligt at sammenligne Poissons forhold med eksperi-
mentelle resultater, hvorfor de numeriske materialekonstanter anses at give det mest kor-
rekte resultat.

Til beregning af spaendinger og flytninger for de massive og porgse aluminiumsskiver, an-
vendes materialeegenskaberne angivet i tabel 8.3.

Massive elementer Porgse elementer

Elasticitetsmodul, E 78600 MPa 48000 MPa
Poissons forhold, v 0,313 0,343
Forskydningsmodul, G 29930 MPa 25600 MPa

Tabel 8.3: Elastiske konstanter for cirkelring.
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Ved de numeriske beregninger af de porgse aluminiumsskiver anvendes fglgende fleksibi-
litetsmatrice, [Cy,z].

1 -0,343
48000 MPa 48000 MPa
-0,343 1
2 48000 MPa 48000 MPa
0 B
25600 MPa
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Delindledning

| de folgende kapitler benyttes de, i del Il, beregnede materialeparametre til analyse af
henholdsvis massiv og porgs cirkelskive, ved anvendelse af forskellige analytiske og nu-
meriske metoder. Den porgse cirkelskive antages udfgrt i et homogent, isotropt, linezrela-
stisk materiale, hvorved den eneste forskel mellem beregninger af massiv og porgs cirkel-
skive bliver materialeparametrene.

Cirkelskiven beregnes analytisk ved at benytte kompleks funktionsteori, Ritz metoden og
Fourier-rekker. Ved benyttelse af kompleks funktionsteori og Fourier-raekker fremkommer
et spandingsbillede over cirkelskiven, hvorved disse kan vurderes i forhold til hinanden.
Ritz metoden giver flytningerne pa skiven, samt den potentielle energi.

Numerisk anvendes elementmetoden ved benyttelse af forskellige typer elementer, hvorved
disse kan sammenholdes i forhold til spaending, flytning og potentiel energi. Til hver enkelt
elementtype udfares konvergensstudier, hvorved den relative fejl kan vurderes i forhold til
antallet af elementer og tidsforbrug.

Til verificering af de analytiske og numerisk beregninger udfares forseg, hvorved det vur-
deres hvilken metode, der giver det mest pracise bud pa henholdsvis spaendinger og flyt-
ninger.
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Kapitel 9 Kompleks funktionsteori

| dette kapitel opstilles et analytisk udtryk for cirkelskiven. Udtrykket opstilles ved hjeelp
af kompleks funktionsteori for isotrope og linezrelastiske materialer, hvor der antages plan
tgjningstilstand. Udledningerne af ligningerne er udenfor pensum pa 7. semester og derfor
er det fglgende en anvendelse af ligningerne uden udledning. Resultaterne er spaendinger,
der skal anvendes til sammenligning med de gvrige modeller i rapporten. | det falgende
afsnit er kilden [Thoft-Christensen, 1973].

9.1 Den biharmoniske ligning

Den biharmoniske ligning, (9.1) sammenholder relationerne mellem spandinger og tgjnin-
ger for en plan tgjningstilstand, hvori kompatibilitetsbetingelsen er overholdt.

‘U ‘U ‘U
+ =0

+ 9.1
ox*  oxPay® oy’ ®1)

hvor
U er Airy’s Spandingsfunktion ved:
_ou
axx -
ay?
o = 0°U
yy aXZ
U
g, =-—
Y axoy

Lasningen til den biharmoniske ligning er givet ved de komplekse funktioner f og g i for-
mel (9.2), der er spaendingsfunktionen for et defineret omrade.

U(z)=32(z f(z)+z f(z)+9(z)+9(2)) (9.2)

hvor
z er punktet spaendingerne beregnes i
f(z) er en funktion, der bestemmes pa baggrund af last og geometri
9(2) er en funktion, der bestemmes pa baggrund af last og geometri
f(z) er den kompleks konjugerede til f(z)
a(2) er den kompleks konjugerede til g(z)
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9.2 Belastning pa cirkelskiven

| forsagene er cirkelskiven belastet med en linielast fordelt over et lille omrade. | det fal-
gende pafares lasten som en punktlast, jf. figur 9.1.

Figur 9.1: Kraften P’s placering pa cirkelskiven i forhold til vinklen a.

Kraftens placering er givet ved formel (9.3), hvor a settes til 11/2.

(SIE}

z,=R e (9.3)

Kraften er i dette udtryk en enkeltkraft, og derfor optreeder der lokalt meget starre spzn-
dinger end ved en kraft fordelt over et omrade. Derfor skal beregnede spandinger ved kraf-
tens angrebspunkt tages med forbehold.

Spandingerne beregnes i et punkt givet ved formel (9.4) og funktionerne f(z) og g(z), der
skal anvendes til bestemmelse af spandingstilstanden er givet ved formel (9.5).

z=R & ¢" (9.4)
hvor

¢ er et tal mellem 0 og 1

0 er vinklen til punktet i forhold til x-aksen
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i - Z,— 2
f(z)=22 g b72 B D
2r Z,~Z 2R
o (9.5)
i - z
g(2)=b |p 22, 2 &
2m 2,=7 L,"1 %,~1

Disse ligninger anvendes til at bestemmes spandingerne i skiven.

9.3 Bestemmelse af spaendingstilstanden

Ud fra den biharmoniske ligning (9.1) og lasningen til denne (9.2), kan (9.6) og (9.7) op-
stilles.

O t0, =2(f'(z)+ f'(z)) (9.6)

o, +0,-i20, =2(zf"(2)+9"(z)) (9.7)

Fortegnsretninger for (9.6) og (9.7) er skitseret for cirkelskiven pa figur 9.2.

y
(0]
P yy
< 0-XX
U X ‘# #» OXX
O'Xy<——
Oyy
P

Figur 9.2: Fortegnsretning for spandinger.

Den komplekse del udgar af formel (9.6), idet det komplekse tal f'(z) adderes med den
konjugerede. Forskydningsspandingerne beregnes af den imaginzre del af (9.7) mens den
reelle del af (9.6) og (9.7) anvendes til bestemmelse af normalspandingerne.
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Lasningen til formel (9.6) og (9.7) er angivet i formel (9.8), (9.9) og (9.10).

P(&-1

0.tz P(&-1) b (9.8)

A C

P(&-1) b

Uyyt :T‘}'E (99)
B

o'xyt = E (910)

hvor
t er tykkelsen af cirkelskiven

A=7 R (4 & cos(6) +1-2 &+ &)
B=16 (—£4+2 & cos(0)2+2 -2 & cos(ﬁ)z—l) sin(g) P cos(8) &

1+ & -4 F£+8 & cos(9)2+8 & cos(é’)2
—4 £2+6 &-16 & cos(6) +16 & cos(d)’

C=mr R

8 & cos(6)' -8 & cos(6)' +& -8 & cos(6)’
+12 & cos(0)2—3 -4 & cos(6)2+3 -1

D=2

For enhver vinkel og radius kan spandingerne nu beregnes. Til et senere sammenlignings-
grundlag indsattes kraften 30 kN og pa figur 9.3 og figur 9.4 er normalspandingerne op-
tegnet, med de pa figur 9.2 viste fortegnsretninger.

P a

a 20 40 B0 a0
[mm]

Figur 9.3: Normalspandinger i x-retning.
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MPa
70-
B0-
50- I
E an-
= 40 -15
an-
-20
20-
10- -25
D - I . v 1
0 20 40 B0 B0

[rrrn]

[y

Figur 9.4: Normalspandinger i y-aksen.

Til kontrol af de analytiske udtryk kan de polare spandinger anvendes. Pa den ydre rand
er bade 0, 0g 0y lig O pa ner i lastens angrebspunkt. Retningerne for de poleare spaendin-
ger er defineret pa figur 9.5. De polere spaendinger o, 0g 0y, er vist pa henholdsvis figur
9.5 og figur 9.6.

-1
-2
-3
-4
-5
-6
-7
-2
-9
i 0 40 B0 a0
[mm]
Figur 9.5: Polare forskydningsspaendinger o,g.
&0 MPa
4
70
2
B0
0
&0
S0 =
0 4
20 £

—
o
[ax]

D g -
] 20 40 B0 &0
[rnrn]

Figur 9.6: Polare normalspandinger i radigr retning.
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Spandingerne er 0 pa hele randen pa naer punktet, hvor lasten rammer cirkelskiven, jf.
figur 9.5 og figur 9.6. Endvidere er o, for vinklen 0 ens med oy og for vinklen 1/2 er o,
ens med oy,. Herved kan det konstateres, at spaendingsfelterne er korrekte og de kan an-
vendes til sammenligning med FEM beregninger og forsgg.

Til sammenligning med de gvrige modeller bestemmes veerdien af normal og forskyd-
ningsspendingerne i tre punkter. Placeringen af punkterne er vist pa figur 9.7.

39,5mm

|

. 39,5mm

Figur 9.7: Placering af sammenligningspunkter.

Til sammenligningen sattes lasten til 30 KN. og verdierne af spaendingerne er angivet i
tabel 9.1.

Punkt 0 4 0y 0 xy
1 -0,7 -6,4 3,7
2 6,0 -18,1 0,0
3 6,0 -26,1 0,0

Tabel 9.1: Spaendingen i MPa for en last pa 30 kN.
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Kapitel 10 Fourier-reekker

| det falgende afsnit benyttes en Fourier-udvikling af Airy’s spendingsfunktion til en ana-
lytisk beregning af spaendinger i en cirkelskive belastet af to punktlaster. Udledningerne af
ligningerne er udenfor pensum pa 7. semester, hvorfor baggrunden for beregningerne ikke
gennemgas. Afsnittet er skrevet i henhold til [Kohl, 1930].

10.1 Spandingsberegning ved Fourier-raekker

Speandingstilstanden i en cirkelskive kan beskrives ved en Fourier-udvikling af Airy’s
spaendingsfunktion (10.1) geeldende for en vilkarlig ligevagtsbetingelse.

F =byr® +bricos(8)+d,r’sin(8) +
w © 10.1
Z(anr"+bnr”+2 cos(ng) + Z c,r" +d,r"?)sin(ng) (10

n=

hvor
Bogr er polaere koordinater til et vilkarligt punkt i skiven, 0<r<1
a,b,cogd er konstanter der defineres ud fra randbetingelser
n er et helt tal der antager veerdier fra 2 til o

Normalspzandingen i henholdsvis radiger og tangentiel retning bestemmes ved fomel (10.2)
0g (10.3).

00

2b, +2b,rcos () + Z n(1-n)a,r?+ (n +2- nz)bnrn cos(né) (10.2)

+2d,rsin(6) + S n(l—n)cnr”‘z+(n+2—n2)dnrn sin(n@)
0°F
or?

= 2b, +6b,rcos(6) + 2 n(n-1)a,r"?+(n+2)(n+1)br" cos(n) (10.3)

Ogo =

+6dlrsin(€)+z n(n-1)c,r"?+(n+2)(n+1)d,r" sin(nd)
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Forskydningsspaendingen i poleare koordinater bestemmes ved (10.4).

_ 0 10F

0' =
 9r rag

=2brsin(8)+y n(n-1)a,r"?+n(n+1)b,r" sin(nd) (10.4)

M

n

~2d,rcos () - Z n(n-1)c,r"?+n(n+1)d,r" sin(nd)

n=

g

Metoden hvorpa spaendingerne bestemmes gar sig geeldende for en cirkelskive belastet af
to punktlaster i det vandrette felt, jf. figur 10.1.

Figur 10.1: Venstre figur viser en cirkelskive belastet af to ens punktlaster symmetrisk placeret og figuren til

hgjre viser punktlasterne virkende som spandinger.

Kraefterne der belaster cirkelskiven kan betragtes som en spanding virkende over et areal,
saledes kraften skrives ved formel (10.5).

p=% (10.5)

Belastningen pa randen i radieer og tangentiel retning udvikles med en Fourierraekke givet
ved formel (10.6) og (10.7).

g, = % + i A, cos(nb) (10.6)
T, = i B, sin(nd) (10.7)

hvor
A,, A,0g B, erkonstanter der afhaenger af randbetingelser
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Konstanterne A, og B, bestemmes ved formel (10.8) og (10.9)

_2.
A = ”J'O o, cos(ng)dé (10.8)

2
B, —;IO 7, sin(ng)dé (10.9)

Antages € at ga mod nul og forudsattes randbetingelser i formel (10.10) for spaendingen pa
randen, kan alle konstanter bestemmes.

0,=—, 1,=0 for 0<f#<s oy m-e<f<n (10.10)

0,=0, 1,=0 for e<f<m-¢

Spandingerne beregnes ved formel (10.11), (10.12) og (10.13). Der henvises til [Kohl,
1930] for gennemgang af beregninger.

g, = 2P 1 Sy (v=1)r? cos(2vé) (10.11)
TRt 2 &

Oy = 2P 1, i r*? —v+(v+1)r’ cos(2vé) (10.12)
TRt 2 &
2P - 2v-2 2 H

O,=——Y "% —v+vr? sin(2v6) (10.13)
TRt &

hvor

R er den reelle radius af cirkelskiven

t er skivens tykkelse

v er en variabel der antager en veerdi fra 1 til o

For at sammenligne med andre analytiske, numeriske og malte vardier omregnes de pole-
re spaendinger til kartesiske speendinger. Dette geres ved formel (10.14), (10.15) og (10.16)
[Foley, 2004].

g =Y ;”Hﬂ 4+ Zn _2"99 cos (26) - g, sin (26) (10.14)
+ - :

g, = I 205‘9 - =% co5(26) + 0, sin (26) (10.15)

g, = %sin (26) + o, cos(26) (10.16)
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Til spendingsberegning benyttes en kraft pa -30 kN og en radius pa 79 mm.

Pa figur 10.2 er spaendingsfordelingen oy, Oyy 0g Oy, plottet for den kvarte cirkelskive for
lasten angribende vertikalt.

Sigma y

Sigma x

O 1 20 3 40 50 60 70 80 O 1@ 2 3/ 40 51 60 70 80
[rrim] [rrn]

Slgrma 1y

010 20 30 40 ED 6D 70 &0
[mm]

Figur 10.2: Spandingsfordeling o, 0,y 0g 0y, for 500 led i reekkerne.

Af figur 10.2 fremgar, at spaendingen er nul pa randen undtagen der hvor lasten pafares,
hvilket stemmer overens med det forventede.

Spandingerne beregnet ved kontrolpunkterne ses i tabel 10.1.

Punkt Oyx Oy Oy

1 -0,8 -6,4 3,8
2 6,0 -18,1 0,0
3 6,0 -26,2 0,0

Tabel 10.1: Spaendingen i MPa for en last pa 30 kN.

Herudover kan spandingsvariationen sammenlignes med spzandingsvariationen bestemt i
kapitel 9, hvor der er der god overensstemmelse, jf. figur 10.3.
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Sigrna v WPa Sigma y MPa

0 20 40 £D a0 0 20 40 B0 80
[mm] [mm]

Figur 10.3: Spandingsvariationen i y-retningen beregnet ved kompleksfunktionsteori og Fourier-rakker.

Pa baggrund af spandingsvariationerne i figur 10.3 konkluderes at metoderne for kom-
pleksfunktionsteori om Fourier-reekker stemmer overens. Derfor vurderes spaendingsfelter-
ne at vaere korrekte og kan benyttes til sammenligning med FEM-beregninger.
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Kapitel 11 Ritz metoden for massiv cirkel-
skive

| det falgende benyttes Ritz metoden, der er en analytisk metode, til bestemmelse af et til-
naermet flytningsfelt for cirkelskiven. Ritz metoden benytter potentielenergi ved anvendel-
se af flytningsfelter, der er givet ved ét analytisk udtryk for hele randen af legemet. Der
geettes pa forskellige flytningsfelter, og det bedste gat er gaettet med den mindste potentiel-
le energi.

11.1 Generel fremgang for Ritz metoden

| det felgende betragtes kun den kvarte cirkelskive, hvorved de kinematiske krav til pro-
blemstillingen er givet ved, at cirkelskiven skal heenge sammen over akserne. Kravet svarer
til det statiske system, der er skitseret pa figur 11.1. Problemet kunne ligeledes opskrives
for den halve eller hele cirkelskiven, hvilket giver de samme lgsninger.

!
+

Y5P

s = X

R

Figur 11.1: Statisk system for den kvarte cirkelskive.

Den potentielle energi er givet ved formel (11.1), hvor der er set bort fra massekrefter.

np(u):% (oY [D]{s}hav —%p u,(0R) (11.1)

hvor
[D] er det konstitutive forhold
{e} er tgjningerne
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P er belastningen
u, (0,R)er flytningen i kraftens angrebspunkt

Det konstitutive forhold er givet ved formel (11.2).

1 v 0
[D]= 1_EV2 v 1 0 (11.2)
00 %(1—v)
hvor
E er elastitetsmodulen
Y er Poissons forhold

| det fglgende geettes pa flytningsfelter givet ved (11.3) og (11.4). Disse geet vaelges saledes
randbetingelserne overholdes. Et eksempel pa en randbetingelse, der ikke er overholdt er
hvis funktionen er lig en konstant. Dette er ikke muligt idet ux(0,0)=konstant ikke overhol-
der randbetingelserne.

u, (x.y) (11.3)

u, (x.y) (11.4)

ou
£, =—= 11.5
=) (115)
ou
W =a_yy (11.6)
2, - ou, oy (11.7)
dy Ox
Herved kan den potentielle energi opstilles udtrykt ved flytningsfelterne (11.8).
1 v 0 Ey
-1 _E 2 d
Ms = 1o Iv{sxx £y £xy} v 1 0 g, av
0 0 i(1-v) 2¢, (11.8)
1
_EP Uy (O,R)
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Ved omskrivning af formel (11.8) til polaere koordinater haves (11.9).

1 v 0 E

XX

1 iR
Me=5 70 -([‘([{gxx £, 26,}v 1 0 g, trdrdd
0 0 %(1-v) 2¢

Xy

(11.9)

Den potentielle energi kan bestemmes som funktion af konstanterne (aj, b;) i flytningslig-
ningerne (11.3) og (11.4). Den mindste energi findes ved at sette variationen af I, lig O i
forhold til hver enkelt ubekendt konstant i formel (11.3) og (11.4). Ligninger skrives pa
matriceform, idet de ubekendte konstanter kun indgar i farste orden, og lgsningen findes af
formel (11.10).

8 8
0 0 1
[4] A ={r} - A =[4]"{P} (11.10)
0 0
0 0
hvor
[A4] er koefficientmatricen.

{P} er lastvektoren.

Ved indsattelse af konstanterne i udtrykket for den potentielle energi kan denne beregnes.
| det folgende afsnit er der givet et eksempel pa ovenstaende fremgangsmetode til bestem-
melse af den potentielle energi.

11.2 Eksempel pa flytningsfelt
| det falgende geettes pa et flytningsfelt givet ved (11.11) og (11.12).

u, =0 (11.11)

u, =b y*+b, y*+b, y° (11.12)

Ved anvendelse af formel (11.5), (11.6) og (11.7) pa flytningsfelterne bestemmes tgjnin-
gerne.

&

XX

:i 0=0
[0
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_9(b, v +b, yi+b, y°)

€y = dy =2b, y+4b, y*+6b, y°=0
a 2 +b 4 +b 6

(oL 0, (b y*+b, y'+by y°)

2 oy 0X
Tajningsvektoren er givet ved formel (11.13).

0

{e}= 2b y+4b, y*+6hb, y° (11.13)
0

Til beregning af integralet i polaere koordinater omskrives formel (11.13) til (11.14).

0
{e}= 2b r sin(8)+4b, r* sin()’+6b, r° sin(4)° (11.14)
0

Dette udtryk indsattes i (11.9), hvorved den potentielle energi beregnes ved (11.15).

R
Mo =1 . J’(Z b, r sin(6)+4 b, r’ sin(8)’+6 b, r° sin(é?)S)2
2 1-v° 44 (11.15)

r dr d@-

I\)||_‘ o%m\::

P (b R*+b, R"+b, R%)

Ved integration haves en ligning med konstanterne fra flytningsfeltet som ubekendte. Ved
at seette variationen af M, lig med 0, med hensyn til hver enkelt konstant, kan den mindste
energi bestemmes for et flytningsfelt.

I det konkrete tilfeelde er matricen givet ved formel (11.16), hvor R er radius.

5 R* 5 R° 46875 R® b  -R* P
_ZE”l 5 R® 6,25 R® 65625 R® b, = -R* P (11.16)
V —
4,6875 R® 65625 R® 7,383 R? b, -R° P
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Konstanterne {b} bestemmes ved formel (11.16) til (11.17).

2,04 10°
P (v -1) *
{b}:L 4,36 10° (11.17)
4,66 10

Ved indsattelse af disse konstanter i ligningen for den potentielle energi kan energien be-
regnes. For de aktuelle veerdier af konstanterne er den potentielle energi M, lig -91,3.

11.3 Resultater

En reekke geet pa funktionerne ux(x,y) og uy(x,y) er angivet i tabel 11.1.

Geet Uy (xY) Uy (X,y) My

1 0 b y*+b, y*+b, y° 913
2 0 b y*+b, y*+b, y*+b, y’ 913
3 0 b y*+b, y*+b, y'+b, yi+h y¥ 94,6
4 0 b, y*+b, y*+h, yo+b, y'+b y*+h, y? 94,6
5 a8 xta, X’ b, y?+b, y*+b, y®+b, y° -99,0
6 & x+a, X’ b, y?+b, y*+b, y* x+b, y° -159,2
7 x+a, X’+a, X b y*+h, y'+b, y°+b, yP+b vy x*+b; y? X 1403

Tabel 11.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Forud for resultaterne i tabel 11.1 er der foretaget en analyse af blandt andet konsekvensen
af geet pa lige og ulige potenser. Denne analyse viser, at lige potenser og ulige potenser pa
henholdsvis ux(x,y) og uy(x,y) giver lgsninger, der ikke er mulige, cd-bilag.
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Udbagjningerne er skitseret pa figur 11.2, hvor nogle af gattene er undladt, da de stort set er

sammenfaldende.
100~
90+

80~

[mm]

0 I I I I

udeformeret
geet 1
——geet 4

geet 5
—ge:t6
—geet7

Il
0 10 20 30 40 50
[mm]

60 70 80 90 100

Figur 11.2: Udbgjning skaleret 1000 gange.

Get 6, der har vaesentlig mindre energi end de gvrige geet viser sig at have et knak op af x-
aksen. Dette opfylder til dels ikke randbetingelserne for en linielast, men for en punktlast
er det muligt at have et knaek. Det ma derfor forventes, at den potentielle energi for cirkel-
skiven med punktlaster giver mindre energi end for linielaster. Til sammenligning med de
gvrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 11.2.

Geet: Uy (48,0)

uy (0,48)

0
0
0
0
0,0023
0,0023
0,0024

~N o o A WN B

-0,0052
-0,0052
-0,0052
-0,0052
-0,0057
-0,0061
-0,0058

Tabel 11.2: Udbgjningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 12 Ritz metoden for porgs cirkelskive

Teorien for Ritz-metoden er gennemgaet i kapitel 11, hvorfor der i det fglgende kun angi-
ves resultaterne for den porgse cirkelskive.

12.1 Resultater
De bedste geet af funktionerne ux(x,y) 0g uy(x,y) er angivet i tabel 12.1, cd-bilag.

Get  u, (xy) uy (x.y) M,

10 b y*+b, y*+b, y° 11463
2 0 b y*+b, y*+by y*+b, y° -146,3
30 b y*+b, y*+b, y*+h, y'+b, y* 1515
4 0 b y*+h, y*+b yo+h, y*+b, yP+by y? 1515
5 8 x+a, X’ b y?+b, y*+h, y*+hb, y° -161,3
6 & X+a, X’ b, y*+b, y*+h, y° x+b, y° -260,4
7 8, x+a, X’+a, X’ b y*+b, y'+b, y*+b, y?+b y® x*+b; y¥ x o444

Tabel 12.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Udbgjningerne er skitseret pa figur 12.1, hvor nogle af geattene er undladt, da de stort set er
sammenfaldende.

100 -

udeformeret

geet 1
—geet 4

geet 5
—geetb
——geet 7

90

80

70

60

50

[mm]

40

30

20

10

0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

[mm]

Figur 12.1: Udbgjning skaleret 1000 gange.
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Det viser sig at konklusionerne fra den massive cirkelskive ligeledes gar sig geldende for
den porgse cirkelskive, da det eneste der er &ndret er elasticitetsmodulen. Til sammenlig-
ning med de gvrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 12.2.

Geet: Uy (48,0)

uy (0,48)

0
0
0
0
0,0040
0,0042
0,0041

~N o o A WN B

-0,0081
-0,0081
-0,0082
-0,0081
-0,0093
-0,010

-0,0093

Tabel 12.2: Udbgjningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 13 Numeriske modeller af cirkelskive

| dette afsnit opstilles numeriske modeller for cirkelskiven, hvorfra der bestemmes spa&n-
dinger, flytninger og potentiel energi, som sammenlignes for de forskellige modeller. De
modeller, der anvendes er:

e Model Q4s bestaende af CST-elementer (Constant Strain Triangles) og isoparame-
triske firkantselementer med henholdsvis tre og fire knuder, hvor flytningerne af si-
derne mellem knuderne beskrives ved farstegradspolynomier.

» Model Q8s bestaende af LST-elementer (Linear Strain Triangles) og isoparametriske
firkantselementer med henholdsvis seks og otte knuder, hvor flytningerne af siderne
mellem knuderne beskrives ved andengradspolynomier.

e Model LSTs bestaende af LST-elementer.

» Model SHEs bestaende af spendingshydride Q4 elementer og CST elementer.

I alle modellerne er der to frihedsgrader i hver knude. Desuden er alle modeller parametri-
seret sa der kan @ndres pa lasten, P, radius, R, elasticitetsmodul, E, Poissons forhold, v,
samt antallet af elementer i radier retning. Den generelle FEM teori er beskrevet i bilag C.
Alle modeller findes som cd-bilag.

13.1 Opbygning af model Q4s

Model Q4s er opbygget af trekanter og firkanter som vist pa figur 13.1, hvor det bemeerkes
at trekanterne kun anvendes i den inderste cirkelring. Safremt der anvendes firkanter i den
inderste ring, vil to knuder i hvert element veere sammenfaldende i centrum, hvilket kan
skabe problemer under beregningerne, da elementet derved far en anden form end forudsat
I elementopbygningen.
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16

12

Y
=
-

=5 & &

Figur 13.1: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model Q4s.

Den principielle opbygning er vist i figur 13.1 for en opbygning af den kvarte cirkelbue
med fire elementer i radiger retning, hvor de globale knudenumre er angivet. Desuden er
nummereringen af elementerne vist. For trekanterne er elementnummeret angivet i en tre-
kant og for firkanterne i en firkant.

For firkanterne anvendes fire Gauss-punkter ved bestemmelse af flytninger og spandinger.
Ved bestemmelse af spaendingerne beregnes disse, sa de er sammenfaldende med knuder-
ne, hvorved der opnas en jevn afbildning af spendingerne. For trekanterne bestemmes
spaendingerne i ét punkt, hvorved der ikke opstar variation i spandingen henover elemen-
tet.

Afstanden mellem de enkelte cirkelbuer er konstant, hvilket kan betyde, at nogle af ele-
menterne vil blive lange “rektangler”, iseer nar der anvendes mange elementer for at til-
nerme de rette linier til en cirkelbue, eller hvis forholdet mellem elementer i radizer og
tangentiel retning veelges uhensigtsmaessigt. Hvis “rektanglerne” bliver meget aflange, kan
resultaterne fra beregningen indeholde fejl. Grunden hertil er, at alle elementer skal trans-
formeres tilbage til det oprindelige koordinatsystem fra et dimensionslgst koordinatsystem
(¢,n), bilag D, og hvis de deformerede elementer er aflange, bliver tilneermelsen ved trans-
formationen for darlig.

Da elementerne i denne model kun kan deformeres lineaert, kan der forekomme problemer
ved eksempelvis bgjning, hvor der skal mange elementer til for at komme frem til en kor-
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rekt lgsning. | stedet er det muligt at anvende elementer, der kan deformeres efter anden-
gradspolynomier. Denne type elementer anvendes i model Q8s, jf. afsnit 13.2.

13.2 Opbygning af model Q8s

Model Q8s er opbygget af trekanter og firkanter, som ved Q4s modellen. Eneste forskel er
at der er seks knuder i trekanterne og otte knuder i firkanterne, hvorved denne model er
bedre til at modellere bgjning.

13.3 Opbygning af model LSTs

Denne model opbygges udelukkende af LST-trekanter. Den principielle opbygning er vist
pa figur 13.2, mens knudenummerering er vist for et udsnit af den kvarte cirkelskive pa
figur 13.3.

<
—

)
28
%>c 27
%>° 20 ’
26
%>c 25
B\ 19 13
R
%>C ”s 14
by 17 1
23 16 12
22/45 4
1 3 5 X
SN Y

Figur 13.2: Princip for elementopbygning og elementnummerering for model LSTs.
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Figur 13.3: Knudenummerering for udsnit af kvart cirkelskive.

I denne model velges antallet af elementer i tangentiel retning og antallet af elementer i
radieer retning bestemmes som

N =2N 1

elem,bred elem,cirk

13.4 Opbygning af model SHEs

Denne model er opbygget af spaendingshybride Q4 elementer og CST elementer, hvor mo-
dellen rent opbygningsmaessigt er identisk med den vist pa figur 13.1, hvor det bemaerkes,
at trekanterne kun anvendes i den inderste cirkelring for at samle skiven. Som tidligere
nevnt kan Q4 elementerne samles i den inderste del, hvilket imidlertid ikke benyttes, da
det kan skabe numeriske beregningsfejl, da elementet derved far en anden form end forud-
sat i elementopbygningen.

Ved det spaendingshybride Q4 element anvendes fire og otte Gauss-punkter pa henholdsvis
arealet og randen ved bestemmelse af flytninger og spendinger. Ved bestemmelse af spzan-
dingerne beregnes disse, sa de er sammenfaldende med knuderne, hvorved der opnas en
jeevn afbildning af spaendingerne. Trekanterne beregnes som tidligere.

Fordelen ved at bruge spandingshybride elementer, i forhold til almindelige elementer
bygget pa potentielenergi, er, at de teoretisk burde modellere mere fleksible systemer sam-
tidig med, at spaendingerne konvergerer hurtigere. Teorien er behandlet i bilag E.

13.5 Konvergensstudie af cirkelskive

| dette afsnit foretages et konvergensstudie pa flytninger og spaendinger i skivemodellerne.
Dette geres ved at estimere eksakte veerdier af disse starrelser ud fra verdier fra tre for-
skellige mesh. Teorien er beskrevet i kapitel 6.5.
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13.5.1 Konvergens af Q4s-model

For Q4s-modellen anvendes elementlengden givet ved formel (13.1).

h= (13.1)

cirk

hvor
R er ydre radius i cirkelskiven
Neirk er antallet af elementer i cirkelbuen

Der valges et forhold mellem elementlengderne i de forskellige modeller pa to, som opnas
ved at fordoble antallet af elementer i tangentiel retning ved et nyt mesh. De flytninger og
spendinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.1, bestemmes i punktet
(x,y) =(0,39.5), jf. figur 13.4 for en belastning pa den kvarte cirkelskive pa 15 kN.

v f

15 kN

(0, 39.5)

1

Figur 13.4: Belastning og beregningspunkt for konvergensstudie.

Antal Antal Elementlaengde Flytning Spending Beregningstid
elementer frihedsgrader u, [pm] g,,[MPa] [s]

1024 2114 1,94 -11,2629 -25,5 3

4096 8322 0,97 -11,2612 -25,8 44

16384 33026 0,48 -11,2608 -26,0 737

Tabel 13.1: Verdier til estimering af eksakte veerdier.
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Med veerdierne i tabel 13.1 bestemmes konvergensraten for flytningen.

-11,2629+11 2612
o = ~11,2612+11,2608
v In(2)

=2,01

Den teoretiske konvergensrate for flytningen i Q4-elementerne er to, idet fejlen pa flytnin-
gen forventes at veere af 2. orden. Dette stemmer meget godt overens med den fundne veer-
di.

Herefter estimeres den eksakte verdi.

L, o C112612+11, 2608(2)*"
X,00 1_ (2)2,01

= -11,2607 pym

Pa figur 13.5 ses, at flytningen konvergerer mod den eksakte veerdi ved flere elementer,
svarende til et finere mesh, og allerede ved 1000 elementer ligger den beregnede veerdi
meget teet pa den eksakte.

-11.1¢
-11.15+
-11.2¢
-11.25+

-11.3¢ -

u [umj

-11.35-
114t

-11.457

-11.5

0 500 1000 1500 2000
Antal elementer

Figur 13.5: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet pa den eksakte veerdi.

Pa figur 13.6 ses den relative fejl pa flytningen. Det ses, at fejlen er 1%o ved cirka 200 ele-
menter, og ved 2000 elementer er fejlen cirka 0,1%o, sa med hensyn til flytningen er det
uhensigtsmaessigt at lave alt for fin inddeling, idet beregningstiden gges kraftigt ved flere
elementer, jf. tabel 13.1.
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-1
10 ¢

-2
10 ¢

Relativ fejl
|_\
O|
w

-4
10

5
10
0 5
10 10
Antal elementer

Figur 13.6: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.

For spandingerne findes pa tilsvarende made konvergensrate og en eksakt veerdi estimeres.

-25,5+25,8
_ -25,8+26
o In(2)

In

=0,89

Den teoretiske konvergensrate for spaendingen i Q4-elementerne er 1, idet fejlen pa span-
dingen forventes at veere af 1. orden. Dette stemmer overens med den fundne veerdi.

_-258+26(2)"

[ - (2)0'89 =-26,2 MPa

Pa figur 13.7 ses, at spendingen konvergerer mod den eksakte verdi, imidlertid noget
langsommere end flytningen, hvilket konvergensraten ligeledes siger. Desuden ses pa figur
13.8, at fejlen pa spandingerne er 1% ved cirka 10000 elementer, og det kraever lang be-
regningstid at minimere denne fejl yderligere, jf. tabel 13.1.
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_22 -

-23+t

241

-25

o [MPa]

-26+

27+

-28

0 2000 4000 6000 8000 10000
Antal elementer

Figur 13.7: Konvergens for spandingen. Linien angiver estimatet pa den eksakte veerdi.

10

0
10

-1
10

Relativ fejl

-2
10

-3
10 ‘
0 5
10 10
Antal elementer

Figur 13.8: Relativ fejl pa spaendingen. Linien angiver den forventede fejl.

13.5.2 Konvergens af Q8s-model

For Q8s-modellen anvendes samme elementleengde som i Q4s-modellen, jf. formel (13.1).

Der vaelges ogsa her et forhold mellem elementlengderne i de forskellige modeller pa to.

De flytninger og spandinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.2, bestemmes i
punktet (x,y)=(0,39.5) for en belastning pa den kvarte cirkelskive pa 15 kN.

99



Del Ill — Cirkelskive

Antal Antal Elementlaengde Flytning Spending Beregningstid
elementer frihedsgrader u, [m] g, [MPa] [s]

256 1602 3,88 -11,26059 -26,15 1,6

1024 6274 1,94 -11,26063 -26,17 17

4096 24834 0,97 -11,26066 -26,18 282

Tabel 13.2: Verdier til estimering af eksakte veerdier.

Med veerdierne i tabel 13.2 bestemmes konvergensraten for flytningen.

-11,26059+11, 26063
q = -11,26063+11, 26066
’ In(2)

=01

Den teoretiske konvergensrate for flytningen i Q8-elementerne er tre, idet fejlen pa flyt-
ningen forventes at vere af 3. orden. Denne fundne konvergensrate er meget mindre end
forventet, og betyder derfor, at flytningen konvergerer langsomt nar antallet af elementer
gges. Men det ses pa figur 13.9, at med fa elementer, ligger resultaterne tet pa den eksakte
veerdi, der estimeres.

01
o = 11,26063+11,§16066(2) - 112612 pm

Dette ses ligeledes pa figur 13.10, hvor fejlen er nasten konstant lig 0,1%o fra 50 elemen-
ter.

-11.1¢
-11.15°
-11.2¢

-11.25¢

-11.3¢

u um]

-11.35+

-11.4+

-11.45¢

-11.5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000

Antal elementer

Figur 13.9: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet pa den eksakte veerdi.
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Figur 13.10: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.

For spaendingerne findes pa tilsvarende made konvergensrate, og en eksakt veerdi estime-
res.

0 -26,15+ 26,17
q = -26,17 + 26,18
7 In(2)

=15

Den teoretiske konvergensrate for spendingen i Q8-elementerne er to, idet fejlen pa span-
dingen forventes at veere af 2. orden. Dette stemmer ikke helt overens med den fundne

vardi.

15
O, = 017+ 26’1158(2) =-26,19 MPa
) 1_ (2) ,

Pa figur 13.11 ses at spaendingen konvergerer mod den eksakte verdi. Desuden ses pa figur
13.12, at fejlen pa spaendingerne er 1%o ved cirka 1000 elementer.
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Figur 13.11: Konvergens for spaendingen. Linien angiver estimatet pa den eksakte veerdi.
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Figur 13.12: Relativ fejl pa spaendingen. Linien angiver den forventede fejl.

13.5.3 Konvergens af LSTs-model

For LSTs-modellen anvendes ligeledes elementleengden givet ved formel (13.1).

Der veelges et forhold mellem elementlaengderne i de forskellige modeller pa to, som opnas
ved at fordoble antallet af elementer i tangentiel retning ved et nyt mesh. De flytninger og

spandinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.3, bestemmes i punktet
(xy)=(0,39.5) for en belastning pa den kvarte cirkelskive pa 15 kN, da der i dette punkt

kan sammenlignes med forsggsresultaterne.
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Antal Antal Elementlengde  Flytning Spending Beregningstid
elementer  frihedsgrader u,[pm] o, [MPa] [s]

496 2082 3,88 -11,2629 -25,31 2

2016 8258 1,94 -11,2611 -25,74 30

8128 32898 0,97 -11,2607 -25,97 433

Tabel 13.3: Veardier til estimering af eksakte veerdier. Vardierne er beregnet pa samme maskine.

Der er foretaget tre beregninger til bestemmelse af konvergensraten og estimering af den
eksakte veerdi. Herved bliver konvergensraten for flytningen.

-11,2629+11, 2611
o = ~1L2611+11,2607
v In(2)

=2,4

Den teoretiske konvergensrate for flytningen i LST-elementerne er tre, idet fejlen pa flyt-
ningen forventes at veere af 3. orden, hvilket ikke stemmer helt overens med den fundne
veerdi.

Herefter estimeres den eksakte veerdi til

L o o11,26294m+11, 2611pm(2)"*
X, 00 l— (2)2,4

= -11,2606m

Pa figur 13.13 ses, at flytningen konvergerer mod den eksakte veardi ved flere elementer,
svarende til et finere mesh, og allerede ved 1000 elementer ligger den beregnede verdi
meget taet pa den eksakte.
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Figur 13.13: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet pa den eksakte verdi.

Pa figur 13.13 ses den relative fejl pa flytningen. Det ses, at fejlen er 1%o ved cirka 100
elementer og ved 1000 elementer er fejlen cirka 0,1%.. Med hensyn til flytningen er det
uhensigtsmaessigt at lave alt for fin inddeling, idet beregningstiden gges kraftigt ved flere
elementer, jf. tabel 13.3.
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Figur 13.14: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.
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For spaendingerne findes pa tilsvarende made konvergensrate og en eksakt verdi estimeres.

-25,31+ 25,74
o = 25.74+2597
7 In(2)

In
=0,97

Den teoretiske konvergensrate for spaendingen i LST-elementerne er to, idet fejlen pa
spaendingen forventes at veere af 2. orden. Dette stemmer ikke overens med den fundne
veerdi, og spaendingen konvergerer derfor langsommere end forventet.

0,97
O = 25'3i+ (225)07 3(2) =-26,2 MPa

Pa figur 6.11 ses at spaendingen konvergerer mod den eksakte vardi, men noget langsom-
mere end flytningen, hvilket konvergensraten ligeledes antyder. Desuden ses pa figur 6.12,
at fejlen pa spandingerne er 1% ved cirka 5000 elementer, og det kraever lang beregnings-
tid at minimere denne fejl yderligere, jf. tabel 13.3.

22
-23¢
24l

251

o [MPa]

-26 ¢ ) * ® .

27+

_28 I I I I |
0 2000 4000 6000 8000 10000

Antal elementer

Figur 13.15: Konvergens for spandingen. Linien angiver estimatet pa den eksakte verdi.
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Figur 13.16: Relativ fejl pa spaendingen. Linien angiver den forventede fejl.

13.54 Konvergens af spaendingshybrid element

For modellen opbygget af spandingshybride Q4 elementer anvendes som tidligere ele-
mentlengden givet ved (13.1).

Der veelges igen et forhold mellem elementlaengderne i de forskellige modeller pa to, som
opnas ved at fordoble antallet af elementer i tangentiel retning ved et nyt mesh. De flytnin-
ger og spandinger, som bestemmes ud fra modellen, jf. tabel 13.4, bestemmes i punktet
(x,y) =(0,39.5) for en belastning pa den kvarte cirkelskive pa 15kN.

Antal Antal Elementlaengde Flytning Spanding Beregningstid
elementer frihedsgrader u, [pm] g, [MPa] [s]

144 314 5,17 -11,2609 -24,7 0,6

576 1202 2,58 -11,2610 -25,4 2,3

2304 4706 1,29 -11,2608 -25,8 18,5

Tabel 13.4: Veerdier til estimering af eksakte veerdier. Veerdierne er beregnet pa samme maskine.

Med veerdierne i tabel 13.4 bliver konvergensraten for flytningen et komplekst tal, idet det
bemaerkes, at flytningens starrelse ”svinger” omkring en veerdi pa -11,2609 um. Desuden
har det vist sig, at ved mange elementer, er bade flytninger og spendinger behaftet med
store fejl, hvilket kunne tyde pa, at elementerne har svert ved at modellere konstante til-
stande, hvorved numerisk stgj bliver tydeligere.

Pa figur 13.5 ses, at flytningen ligger meget tet pd den eksakte verdi allerede ved cirka
150 elementer og derefter svinger flytningen omkring den eksakte veerdi op til omkring
3000 elementer, hvor flytningen bliver alt for lille. Det har ligeledes vist sig, at flytningen
ved cirka 4000 elementer er helt forkert og antager en positiv veerdi.

106



Kapitel 13 — Numeriske modeller af cirkelskive

-11.2¢

-11.22 ¢

-11.24¢

u [umj

'11.26’0.0 e o o o . . L] ] .

-11.28¢

- 11 3 L L L L |
0 1000 2000 3000 4000 5000

Antal elementer

Figur 13.17: Konvergens for flytningen. Linien angiver estimatet p& den eksakte vardi.

Pa figur 13.6 ses den relative fejl pa flytningen. Det ses, at fejlen ikke falger en ret linie i
dobbeltlogaritmisk afbildning, som var forventet. Dette skyldes, at konvergensraten er
kompleks. Det bemarkes imidlertid, at starrelsen af fejlen pa flytningen er meget lille, men
ikke alle beregningspunkter kan plottes i denne figur pa grund af den komplekse konver-
gensrate.
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Figur 13.18: Relativ fejl pa flytningen. Linien angiver den forventede fejl.
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For speendingerne findes konvergensrate, og en eksakt veerdi estimeres.

-24,7+25,4
-25,4+25,8

™ ) I

_ -25,4MPa +25,8MPa (2)""

Oy . (2)0’85 =-26,2MPa

Pa figur 13.7 ses, at spaendingen konvergerer mod den eksakte verdi, men ved 4000 ele-
menter bliver modellen darlig og giver en meget stor fejl, hvilket ligeledes kan ses pa figur
13.8.

-10+
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Figur 13.19: Konvergens for spandingen. Linien angiver estimatet pa den eksakte veerdi.
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Figur 13.20: Relativ fejl pa spaendingen. Linien angiver den forventede fejl.
13.5.5 Sammenligning af modeller

Alle fire modeller konvergerer hurtigt pa flytningen, jf. figur 13.21, hvor det ogsa ses at
Q4-modellen konvergerer langsomst af de tre, hvilket ogsa er forventeligt, idet element-
flytningerne i disse elementer er simplere end for de to andre. Det bemarkes, at Q8s-
modellen og SHEs-modellen konvergerer hurtigst med fa elementer.

-11.2¢
L] Q4
-11.21¢
x * Q8
1122 ©o ST
O  SHE
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-11.24}
E 1125
= O
_11'26WW < @
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-11.31 ‘ ‘ ‘ ‘
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Figur 13.21: Konvergens pa flytning for fire skivemodeller.
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Men pa figur 13.22 ses det, at den relative fejl for Q8s-elementerne ikke minimeres vee-
sentligt med flere elementer. Desuden ses, at SHEs-modellen er klart den bedste, men nar
antallet af elementer gges bliver fejlen pa SHEs-modellen stor. Derfor er LSTs-modellen
den bedste nar inddelingen bliver finere end cirka 4000 elementer. Dette viser, at SHESs-
modellen ikke som forventet modellerer mere fleksibelt end elementer bygget pa potentiel
energi.
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0 1 2 3 4 5
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Antal elementer

Figur 13.22: Relativ fejl pa flytning for fire skivemodeller.

Alle modellerne konvergerer mod den eksakte verdi af spandingen, jf. figur 13.23, men
noget langsommere end flytningen. Q8s-modellen konvergerer hurtigst, og den relative fejl
minimeres ogsa hurtigere for denne model end for de to andre, jf. figur 13.24. Derfor er
Q8s-modellen den bedste til at bestemme spaendinger i cirkelskiven. Dette er overraskende,
da det forventes, at SHEs-modellen vil konvergere hurtigere pa spandingerne end modeller
bygget pa potentiel energi.
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Figur 13.23: Konvergens for spaendingen for fire skivemodeller.
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Figur 13.24: Relativ fejl pa spandingen for fire skivemodeller.
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13.6 Resultater for massiv cirkelskive

| dette afsnit bestemmes flytninger, spandinger og potentiel energi i den kvarte cirkelskive,
jf. figur 13.25. Dette gares for alle FEM-modeller af skiven, idet den konstitutive matrice
fra afsnit 3.1 benyttes. Belastningen, som disse parametre bestemmes for, er 15 kN pa den
kvarte cirkelskive.

39,5

39,5 %

3

Figur 13.25: Placering af punkter hvor parametre bestemmes.

| tabel 13.5 ses flytninger, spaendinger og potentiel energi bestemt for de tre cirkelskive-
modeller, hvor der er valgt tilstreekkelig mange elementer til, at fejlen er minimal, jf. kapi-
tel 13.5. Det ses, at stgrrelsen af flytninger, spaendinger og potentiel energi ikke &ndres
meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske metoder og forsggene
anvendes resultatet fra LSTs-modellen.

1 2 3
FEM- u, g, 0O, 0y g, g, g O, g, O, M,
model [mm] [Nmm]
Q4s -0,0145973 | -08 -64 39 |60 -181 O 60 -263 01 |-588
Q8s -0,0145972 | -08 -63 38 |60 -181 O 60 -259 02 |-593
LSTs -0,0145973 | -08 -63 38 |60 -181 O 60 -260 02 |-599
SHEs -0,0146033 | -0,7 -62 3,7 | 605 -181 O 59 -268 05 -

Tabel 13.5: Resultater fra massiv cirkelskive.
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Pa figur 13.26 er vist spaendingsplot i de to normalspandingsretninger samt forskydnings-
spaending for model LSTs.

Sigma xx MPa Sigma vy MPa Sigma xy MPa

(] 20 a0 B0 i M0 40 50
[mm] [rmm]

Figur 13.26: Spaendingsvariationer i massiv cirkelskive.

13.7 Resultater for porgs cirkelskive

| dette afsnit bestemmes flytningen i den kvarte cirkelskive i punktet (0,48), jf. figur 13.27,
svarende til det sted, der males i forsgget. Dette geres for alle FEM-modeller af skiven,
idet den konstitutive matrice fra kapitel 8 benyttes. Ligeledes bestemmes den potentielle
energi i den kvarte cirkelskive. Belastningen, som disse parametre bestemmes for, er 15 kN
pa den kvarte cirkelskive.

Uy (0, 48) ¢

e

Figur 13.27: Placering af punkt, hvor flytninger bestemmes.
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| tabel 13.6 ses resultaterne for de tre cirkelskivemodeller, hvor der er valgt tilstrekkelig
mange elementer til, at fejlen er minimal, jf. kapitel 13.5. Det ses, at stgrrelsen af flytnin-
gerne ikke &ndres meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske meto-
der og forsggene anvendes resultatet fra LSTs-modellen.

FEM-model Y, [mm] M, [Nmm]

Q4s -0,0219330 -778,9
Q8s -0,0219323 -971,4
LSTs -0,0219323 -893,5
SHEs -0,0219395 -

Tabel 13.6: Resultater fra porgs cirkelskive.

Pa figur 13.28 er vist spaendingsplot i de to normalspandingsretninger samt forskydnings-
spending for model LSTs.

Sigma xx MPa Sigma ¥y MPa Sigma xy MPa

0 0 a0 &0 o 0 a0 &0
[rmirn] [mim] [rrirm]

Figur 13.28: Spaendingsvariationer i porgs cirkelskive.

Det bemeerkes, at spaendingsvariationerne er identiske for den massive og porgse cirkelski-
ve, hvilket er forventet, idet spseendingsvariationen ikke afhanger af materialekonstanterne.
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Kapitel 14 Forsggsresultater for cirkelskive

Til verificering af de numeriske og analytiske beregninger er der for cirkelskiven udfart
forsgg, hvor forsggsopstillingen er vist pa figur 14.1.

Figur 14.1: Massiv cirkelskive med flytningsmaler og straingages.

Pa forsggselementet er der placeret flytningsmalere pa begge sider, som maler flytningen
over en bestemt lengde. Til bestemmelse af spaendingerne i bestemte punkter anvendes tre
rosettegages, foruden fire enkeltgages. For nermere forsggsbeskrivelse henvises til forsgg
4, hvorfor udelukkende resultater angives i det falgende.

Placeringen af straingages fremgar af figur 14.2.
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y # Rosette og enkelt paa den anden side

# Rosette

= Enkelt gage paa begge sider
= Enkelt gage

Modsat side

158

]

Figur 14.2: Placering af gages for massiv cirkelskive.

Praveelementet belastes med henholdsvis 0 til 30 KN og 0 til 60 kN, hvor der kontrolleres
for plastisk deformation ved at undersgge malingerne ved afbelastning. Til sammenligning
med de analytiske og numeriske beregninger er spaendingerne bestemt ved 30 kN, jf. tabel
14.1.

Rosettegage 0 0w 0wy

1 -0,27 -7,86 2,18
2 6,48 -18,63 -0,12
3 501 -23,40 0,09

Tabel 14.1: Spanding i MPa for en last pa 30 kN.

Forholdet mellem flytning og belastning er bestemt ved benyttelse af flytningsmalerne,
hvilket resulterer i formel (14.1).

P=977,23 u (14.1)
hvor

P er lasten [kN]

u er flytningen [mm]
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Ved belastning af preveelementet med 30 kN findes flytningen, jf. formel (14.1).

u= 30 =0,03mm
977,23

Ligeledes er der udfert forsgg pa den porgse cirkelskive, hvor forsggsopstillingen fremgar
af figur 14.3.

Figur 14.3: Porgs cirkelskive med flytningsmaler.

Det fremgar af forsggsopstillingen af der kun er benyttet én flytningsmaler. Forsggsbeskri-
velsen for den porgse cirkelskive fremgar af forsgg 5, hvilket har resulteret, i forholdet
mellem belastning og flytning, givet ved formel (14.2).

P = 607,062 u (14.2)

Ved belastning med 30 kN bestemmes flytningen jf. formel (14.2).

30
607,062

=0,05 mm

117



Del Ill — Cirkelskive

Kapitel 15 Sammenligning af resultater

| det falgende kapitel sammenlignes resultaterne fra de analytiske og numeriske modeller
og forsgget udfart i laboratoriet.

Speaendinger fundet ved Fourier reekkeudviklingen samt spaendingerne beregnet ved kom-
pleks funktionsteori sammenlignes med spaendingerne beregnet ved FEM. Ritz-metoden
levere en udbgjningsfigur fra hvert geet samt en potentiel energi. Dette sammenlignes med
resultater fra FEM og flytninger sammenlignes desuden med dem malt i forsgg.

15.1 Sammenligning af spaendinger

Spandingerne beregnet ved den komplekse funktionsteori og Fourier rekkeudvikling an-
vender Airy’s spandingsfunktion, hvor der forudsettes en punktlast. Forskellen er blot den
matematiske udledning. Disse to plot sammenlignes med resultaterne fra det numeriske
LST element, jf. figur 15.1, hvor spandingsplottet for oy, er optegnet. Det ses fra figur
15.1, at der er meget god overensstemmelse mellem plottene.

a0 Fourier

MP.
Y@
70 0
5
0
SLI.
15 £ 40
30
20 ’
- 2
B
0 0!
0 20 0

& o 0 b 0 50 80 0 2 40 &0 80
]

Kompleks funktionsteori MPa Numerisk LST MPa

8 8
n

-10

{mm]
B8 s
)

R

[Pemy [mm] [rrwmn]

Figur 15.1: Speendingsplot for oy, for Fourier, Kompleks funktionsteori og numerisk model.

Pa grund af spandingens uafhangighed af elasticitetsmodulen er spandingerne beregnet
ved FEM ens for den massive cirkelskive og den porgse cirkelskive.

Til en mere ngjagtig sammenligning er spaendingerne beregnet i tre punkter for de to analy-
tiske modeller og FEM samt forsgget. De tre punkter fremgar af figur 15.2 og er angivet i
tabel 15.1.
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Figur 15.2: Placering af sammenligningspunkter.
Beregningspunkt 1 2 3

Metode O Uyy ny O Uyy ny O ayy axy
Kompleks funktionsteori -07 -64 37| 60 -181 0| 60 -261 0
Fourier -08 -64 3,8 6,0 -18,1 0 6,0 -26,2 0
FEM - LST -08 -6/4 3,9 6,0 -18,1 0 6,0 -26,0 0,2
Forsag -03 -79 2,2 65 -186 -0,1 50 -234 0,1

Tabel 15.1: Spaendinger i tre punkter.

Det fremgar af tabel 15.1, at der ikke er naevneverdige forskelle mellem de analytiske ud-
tryk og FEM beregningerne. Derimod er veardierne af spaendingerne for de fleste male-
punkter mindre end de beregnede spaendinger. Variationen kan skyldes, at der har veeret en
forskel mellem den malte kraft og den virkelige kraft. Desuden er de analytiske og numeri-
ske modeller udregnet for en punktlast, hvor skiverne i forsgget er belastet over et lille are-
al. Herudover afhanger spaendingerne fra forsggsresultaterne af elasticitetsmodulen, som
ligeledes er fundet eksperimentelt og kan derfor veere behaftet med fejl.
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15.2 Sammenligning af flytninger og potentiel energi

Flytningsfigurerne er fundet ved hjalp af Ritz-metoden og FEM beregninger. | det falgen-
de er der angivet to gt pa flytningsfelter, hvoraf det ene indeholder et knak, hvor lasten
pafares og den anden star vinkelret pa y-aksen jf. figur 15.3. Figuren viser ligeledes udbgj-
ningen for FEM beregninger og forskellen er, at effekten af punktlasten far FEM flytnings-

figuren til at krumme meget mere end flytningsfelterne bestemt ved Ritz.

Figur 15.3: Sammenhang mellem geet pa flytningsfelt og beregninger ved FEM, skaleret 1000 gange.

Da FEM flytningsfiguren har starre flytninger end Ritz-metoden, ma den potentielle energi
veere stgrre for FEM beregningerne end for Ritz-metodens geet. Dette kommer til udtryk i
den potentielle energi, hvor FEM beregningerne, jf. tabel 15.2, angiver en vasentlig min-
dre energi end energien beregnet ved Ritz-metoden. Dette kan forklares med, at flytnings-
feltet ved FEM har et starre knaek. Ved at modellere en linielast i FEM-modellerne, vil re-

[rrm]

100

80

80

&0

a0

40

30

20

10

70

LUdefarmeret
Ritz gast 5
Ritz gast B

FEM

[rrim]

sultaterne sandsynligvis ligge teettere pa hinanden.

M, massiv I, porgs

Metode:

[Nmm] [Nmm]
Ritz geet 5 -99,0 -161,3
Ritz geet 6 -159,2 -260,4
FEM - LST -599,0 -893,5

Tabel 15.2: Potentiel energi.
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Afslutningsvis sammenlignes de lodrette flytninger bestemt ved forsgget samt Ritz og
FEM beregninger, jf. tabel 15.3.

u, massiv u, porgs
Metode:
[mm] [mm]
Ritz gaet 5 -0,0057 -0,0093
Ritz geet 6 -0,0061 -0,010
Forsgg -0,0153 -0,0247
FEM - LST -0,0146 -0,0219

Tabel 15.3: Flytninger for den kvarte cirkelskive.

Forventeligt er flytningen for Ritz mindre end for FEM beregningerne. Flytningerne malt i
forsgget er omkring 5% sterre end for FEM beregninger. Dette er en mindre forskel, der
kan skyldes maleusikkerheder. Mod forventning er flytningen malt ved forsgget starst. Det
kan forklares ved, at effekten af enkeltkraften forsvinder i malepunktet.
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Delindledning

| de falgende kapitler benyttes de, i del 11, beregnede materialeparametre til analysering af
henholdsvis massiv og porgs cirkelring, ved anvendelse af forskellige analytiske og nume-
riske metoder. Den porgse cirkelring antages udfart i et homogent, isotropt, linesrelastisk
materiale, hvorved den eneste forskel mellem beregninger af massiv og porgs cirkelskive
bliver materialeparametrene.

Analytisk udledes bjalketeorien for krumme bjeelker, ved benyttelse af det virtuelle arbej-
des princip, hvorved det er muligt at bestemme flytninger i cirkelringen. Yderligere benyt-
tes Ritz metoden til bestemmelse af flytningerne pa cirkelringen, samt den potentielle ener-

gi.

Numerisk anvendes elementmetoden ved benyttelse af forskellige typer elementer, hvorved
disse kan sammenholdes i forhold til spaending, flytning og potentiel energi. Ligeledes ind-
deles cirkelbuen i rette bjeelke elementer ved benyttelse af henholdsvis Bernoulli-Euler og
Timoshenko bjalketeori. | del 111 udfgrtes konvergensstudier af alle skive-modeller, hvor-
for der udelukkende udferes konvergensstudier pa bjeelkemodellerne i del 1V.

Til verificering af de analytiske og numerisk beregninger udfgres forsgg, hvorved det vur-
deres hvilken metode, der giver det mest pracise bud pa henholdsvis spaendinger og flyt-
ninger.






Kapitel 16 — Virtuelle kreefters princip

Kapitel 16 Virtuelle kraefters princip

| dette kapitel beregnes snitkraefterne i en homogen cirkelring ved hjelp af virtuelle kraef-
ters princip, VKP. Pa grund af symmetri betragtes kun den kvarte cirkelring. Malet er at
bestemme udbgjningen af cirkelringen for en given kraft. Teorien for virtuelle flytningers
princip for krumme bjealker er udledt i bilag B og benyttes i det falgende.

16.1 Forudsatninger

| det fglgende regnes der pa det statiske system skitseret pa figur 16.1. Grundet understet-
ningsforholdene er der fire ukendte reaktioner og derfor er ligevaegtsligningerne ikke til-
P/2

streekkelige til at bestemme reaktionerne.
\'
Centerlinie
Q~ Q)
0

Figur 16.1: Statisk system for den betragtede bjalkeudsnit.

Cirkelringen beregnes i det fglgende som en Bernoulli-Euler bjalke.
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Del 1V - Cirkelring

16.2 Beregning af snitkreaefter

Indledningsvis anvendes ligevagtsligningerne til bestemmelse af de ukendte kraefter pa
figur 16.2. Dette efterlader én ubekendt og denne bestemmes med VKP.

YaP

Figur 16.2: Udsnit af homogen cirkelring i ligevaegt.
Med de, pa figur 16.2, viste regneretninger anvendes vandret og lodret ligeveegt til be-

stemmelse af R, og R, , jf. formel (16.1).

(16.1)

M,=M,-—R (16.2)
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Kapitel 16 — Virtuelle kreefters princip

For et udsnit af cirkelringen opstilles udtryk for snitkraefter som funktion af vinklen 8, jf.
figur 16.3.

Figur 16.3: Snitkrafter i udsnit af cirkelring.

Ved vandret projektion isoleres normalkraften ved formel (16.3).

Y cos(8)

sin(6) (163)

Ved lodret projektion og indsettelse af udtrykket for normalkraften opstilles et udtryk for
forskydningskraften ved formel (16.4).

0=R, +Ncos(8)-Vsin(6)

16.4
V =R;sin(6) (164
Normalkraften bestemmes ved formel (16.5).
cos(8)sin(6)
N=-R—\"/"" \"/_-_R Iz} 16.5
tosin(6) 1005(6) (165)

Momentligevaegt i snittet giver relationen mellem momentet M og My, givet ved (16.6).

P
M =M, +ER(1—cos(¢9)) (16.6)
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Del 1V - Cirkelring

Et virtuelt moment paferes i hver ende af den udskarne cirkelring, jf. figur 16.4.

5M(

J

oM
Figur 16.4: Det paferte virtuelle moment.

Dette virtuelle kraftsystem er i ligevaegt og kan derfor anvendes i de virtuelle kraefters
princip.

Det indre virtuelle arbejde opstilles, jf. formel (16.7).
A :Ios(s(s)JN (s)+&(s)IM (s) +y(s)dV (s))ds (16.7)

De aktuelle snitkraefter omskrives til virkelige deformationer ved formel (16.8), (16.9) og
(16.10). Formlerne er nermere beskrevet i bilag B.

N=E A ¢ (16.8)
M=IE & (16.9)
V=G A y (16.10)

Med de fundne snitkraefter, kan deformationerne fra formel (16.8), (16.9) og (16.10) om-
skrives til formel (16.11).

_ —Pcos(6)
~ 2EA
oM PR(1-cos(8)) (16.41)
2El
_ Psin(6)
AR
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Det bemerkes, at det ikke har betydning for lgsningen af ligningerne om der anvendes
Bernoulli-Euler eller Timoshenkoteori, da det kun er det virtuelle momentet, der er forskel-
lig fra nul.

De virtuelle momenter medfarer ikke et ydre arbejde og derfor er det ydre arbejde lig 0.
Herved kan (16.7) lgses ved at integrere over vinklen fra O til /2, hvilket lgses ved (16.12)

P_ P

=M, +—R~-—_-Rcos(8)
[ 2 2 MR d@=0
0 El
R 2
= — + — -
= M,8+—R(6-sin(8)) O (16.12)
=" wm+Pr-PR Rog
2 E I 2 E I
R
Mlz—”(Z‘”)
Det er nu muligt at finde My, nar M, kendes, ved formel (16.13).
Mlez—ER
) ? (16.13)
M,=—R
n

Til eftervisning af, at systemet er i ligevaegt opstilles momentligeveegt ved formel (16.14)
om toppen. Momentet regnes positivt med uret.

0=M,-M,-RR

0=PR+PRa_m-Fr (16.14)
V4 2m 2
0=0

Systemet er dermed i ligevaegt.
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16.3 Flytninger ved kombination af VKP og bjalketeori

| det folgende afsnit gnskes det at bygge videre pa principperne for VKP, idet disse nu
kombineres med teorien for krumme bjealker beskrevet i bilag B. Der opstilles analytiske
udtryk for flytningen af cirkelringen ud fra bjelketeorien, hvor flytningerne henholdsvis
baseres pa Bernoulli-Euler og Timoshenko bjelketeori. Hver af de to teorier opstilles som
et system af lineeere forste ordens differentialligninger, som efterfglgende lgses, hvorved
de korrekte flytningsmodeller haves for hver teori. Teorien for lgsning af linezre forste
ordens differentialligninger er hentet fra [Zill, 2001].

16.3.1 Bernoulli-Euler bjeelketeori

Farst betragtes udbgjningsmodellerne for aksial- og tveerflytningen baseret pa Bernoulli-
Euler bjelketeori. Fra bilag B hentes tgjningsmalene, jf. formel (16.15), (16.16) og (16.17).

ldu 1
gy=1du_1 16.15
)R a6 R (1619

_ldv, 1
(6)= 1 R (16.16)
x(6)=19% (16.17)

R d@

Det gnskes efterfglgende at bestemme vinkeldrejningen som funktion af krumningen, da
denne er uafhangig af henholdsvis aksial- og tveerflytningen. | bilag B er de korrekte snit-
kreefter som funktion af vinklen bestemt ved formel (16.18), (16.19) og (16.20). Det be-
merkes, at formlen for momentet har modsat fortegn end det tidligere grundet fortegns-
konvektion for vinkeldrejningen, jf. formel (16.16) og figur 16.5.

N = —%Pcos(@) (16.18)
Vv :%Pcos(ﬁ) (16.19)
M _1 PR(-2 + /cos(0)) (16.20)

2 /g
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Kapitel 16 — Virtuelle kreefters princip

Figur 16.5: Udsnit af cirkelring, hvor fortegnsretningen flytninger er angivet.

Derefter bestemmes vinkeldrejningen givet i formel (16.21), ved kombination af formel
(16.17), (16.9) og (16.20).

w(6) =J’KRd6?

PR?

= o [(@~ cos (6))de (16.21)

PR? ]
=- 20-rmsin(8))d@+Z
2/TE|( ( ))

Konstanten, Z, bestemmes ved, at indsette randbetingelserne for systemets vinkeldrejnin-
ger. Da det vides, at vinkeldrejningen ved vinklen 8 lig 1/2 er 0, findes konstanten til 0.

Efterfglgende veelges det at skrive det tilbageveerende ligningssystem, det vil sige tgj-

ningsmalene, op pa matriceform. Dette klarleegges ved at betragte formel (16.15) og
(16.16), jf. formel (16.22).

:—;=v+g(9)R
3—:; =-u+w(0)R

(16.22)
du

da 0 1 u £(6)R
+

dv -1 0 v w(6)R

dé
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Ligningssystemet i formel (16.22) er en linegr farste ordens differentialligning, som kan

opskrives som formel (16.23).

{x@)=[41{x©@)}+{F(©)}

Ud fra formel (16.23) kan formel (16.24) defineres.

O S

0 1
A= 1 o
_u(8) :
{x&)}= v(6) (16.24)
PR
. ~——cos(6)
{FO}= w((i?))i " PR’ -

oo (26 - 7sin(6))d6

Ligningssystemet i formel (16.23) gnskes dernast lgst. Til systemet bestemmes en homo-
gen og en partikuler lgsning, hvor der som det farste findes den homogene del, jf. formel
(16.25).

[4]{x(6)} ={x'(6)} (16.25)

Ved at omskrive formel (16.25) kan lgsningen findes ved formel (16.26).

([4]-[1]7)[x]=10] (16.26)

Efterfalgende tages determinanten af formel (16.26), hvorved egenveardierne kan bestem-
mes ved den karakteristiske ligning, jf. formel (16.27).
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det([4]-[1]A)=0

-A 1
=0
-1 -A
(16.27)
A2+1=0
A=

Det er nu muligt at bestemme konstanterne ki, og ky, ud fra de fundne komplekse egen-
verdier, jf. (16.28) og (16.29), hvor ki1 0g ko, er sat lig én for at lgse systemet. Derved kan
vektorerne K; og K, estimeres.

- 1 1 0 1

= k., =i K, |= 16.28
-1 i k12 0 12 [ 1] i ( )
i1 1 0 1

= Kk, =-i K,|= 16.29
-1 i k, O 2 [x:] -i (16.29)

Da egenverdierne er komplekse, bestemmes ud fra ovenstaende lgsning det set af kon-
stanter, der benyttes til at opskrive lgsningen til den homogene ligning, jf. formel (16.30).

{B}= Re([KI]) =
{B.}= Im([Kz]) =

(16.30)

R o © K

Lesningen til den homogene ligning, den komplementere ligning, kan opskrives pa formen
givet ved formel (16.31).

{x(8)}={x(9)} +{x.(6)} (16.31)

x,(68)=c, {B}cos(B8)-{B,}sin(B8) e~
x,(8)=c, {B,}cos(B6)+{B }sin(56) e
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hvor
a er veerdien af det reelle tal af egenveerdien
B er veerdien af det imaginere tal af egenveaerdien

Den komplementeere ligning er endelig givet ved formel (16.32).

{x(8)}=c. (1) cos(8) - 2 sin(8) +c, 2 cos(8) + ; sin(6)
“ e cos(8) sin(6) ¢ cos(8)+c,sin(6) (16.32)

~sin(6) TG cos(H) ~c, sin(8) +c, cos(6)

Inden det er muligt at estimere konstanterne ¢; og ¢, ved hjelp af randbetingelserne, skal
lgsningen findes til den partikuleere del, hvilket geres ved formel (16.33).

{,(0)= 6(6) [ 9%(6) {F(6)}a (1639

hvor
cos(8) sin(6)
-sin(8) cos(6)

Det er nu muligt at finde lgsningen til formel (16.33), da samtlige starrelser er kendte, cd-
bilag, hvorefter den fuldsteendige lasning opskrives ved formel (16.34).

{x(e)} ={x.(0)} +{x, (8)} (16.34)

Efterfalgende indsettes randbetingelserne for modellen givet ved henholdsvis formel
(16.35) og (16.36).

u(0)=x(0)=0 (16.35)
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Derved er det muligt at opskrive den endelige lgsning for aksial- og tveerflytningen som
funktion af vinklen, hvilken er givet ved formel (16.37).

_ PR%in(g) PRO(mElcos(6)+R°EATcos(6) + 4R’EA)

u(6)
2El 4EAEI
PR’sin(6)
v(if)=———~+ 16.37
( ) 2El ( )
PR (7Elcos(8) + Elfrsin(8) - 4R*EA- R’EArrcos (6) + R*EA8sin(6))
4EATEI
hvor
P er lasten, 30 kN
R er radius i bjelken, 51,5 mm
G er forskydningsmodul,
2(1+v)
I er inertimoment, & 20 mm (55 mm)’
A er arealet af tveersnit, 20 mm 55 mm
E er elastisitetsmodulen, 78600 MPa
Ag er forskydningskorrektionsfaktor, 2 A

Indsaettes samtlige materialeparametre for cirkelringen findes figur 16.6, hvor udbgjningen
er vist bade for Bernoulli-Euler-bjaelken og Timoshenko-bjealken.

16.3.2 Timoshenko bjalketeori

Udledningsproceduren for udbgjningsmodellerne for aksial- og tveerflytningen baseret pa
Timoshenko bjalketeori er analogt med Bernoulli-Euler. Det der a&ndres er brugen af tveer-
tajningen, jf. formel (16.38).

(6) :£ﬂ+£u—w (16.38)

Rd8 R

Udledningsproceduren er herfra analog med det tidligere, idet vinkeldrejningen som funk-
tion af krumningen som det forste estimeres, hvorefter ligningssystemet af linezre farste
ordens differentialligninger lgses. Lasningen gnskes til problemet givet ved (16.39).

0 1 u(e)

O ia) = <1 0 (o) T R((6)+0(e))

(16.39)
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hvor

PR cos(8)
£ (6)- . R";S@) o 2/7EA4
(V( ) w( )) %sin(e)—;il (ze—ﬂsin(ﬁ))

Lases systemet (16.39) findes aksial- og tverflytningen som funktion af vinklen ved
(16.40).

PR’sin(6) _PRO(GAElcos(6) + EATEIcos(6)) |

2E AGAEATEI
PRA(GA,7R*EAcos (6) + 4EAR’GA, )

AGAEATEI
v(6)- PR’sin(6) N
2E
PR(GA,Elcos (8) + GAEldrsin () - EArElIcos (6) + EAGrTElsin(6))
AEATEI
PR (-4GAR’EA- R*EATcos (8) - R°EATOAE, cos 6 + EAR’GA6sin (6))
AEATEI

u(g)=

(16.40)

+
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Indsaettes samtlige materialeparametre for cirkelringen findes figur 16.6.

Udbgijning af cirkelskive

90 -
udeformeret
80 L — - — Bernoulli-Euler
—— — Timoshenko

[mm]

30 40 50 60 70 80 90
[mm]

Figur 16.6: Udbgjning for cirkelringen ud fra bjelketeori. Udbgjningen er skaleret 400 gange.

| tabel 16.1 er flytningernes starrelse angivet i punkterne vist pa figur 16.6.

Teori: vi [mm] v, [mm]
Bernoulli-Euler  -0,008 0,021
Timoshenko -0,026 0,049

Tabel 16.1: Flytninger af Bernoulli-Euler og Timoshenkobjelker.

139



Del 1V - Cirkelring

16.4 Flytninger ved de virtuelle kraefters princip

Flytningerne bestemt i afsnit 16.3, kontrolleres i det fglgende for en aktuel flytning, va, i
toppen af cirkelringen, ud fra VKP, jf. figur 16.7.

OP/2

———

V2

Figur 16.7: Cirkelring pafert en virtuel kraft og en aktuel flytning.

Til bestemmelse af flytninger i et givet punkt i en bjelke opskrives de virtuelle kraefters
princip for en enkeltlast, jf. formel (16.41).

S

62 u= [e(s)on (s)as +iK(S)5M ()ds +:[y(s)év ()ds (16.41)

0

Da der i farste omgang regnes pa en Bernoulli-Euler bjzlke, sattes forskydningsdeforma-
tionen til nul, og integralet opskrives, jf. (16.42).

S

S
Jgu = [£()ON (s)ds + () oM (s) s (16.42)
0 0
Integralet omskrives sa funktionen varierer i forhold til vinklen, jf. (16.43).

3
£(6)ON (6)RdE + J’ g)Rde (16.43)

oﬁwm

JEU:
2

Den virtuelle normalkraft og det virtuelle moment opskrives af ligevaegtsligningerne, jf.
afsnit 16.2, hvor P settes lig den virtuelle kraft dP/2.
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SN (6)=-52cos(6)
2 (16.44)
IM (8) =M, + JgR(l—cos(H))

hvor
PR
M, =0——(2-
oM, 52;7( )

Tajningsmalene £(8) og k(6) er fundet ved de konstitutive ligninger (16.11).

Integralet (16.43) kan opskrives ved.

., —Ecos(H)
55\/ :J'ZZ—
2 % Jo EA
P
. ——(2-m)+_-R(1-cos(d))
IE 2 2 555(2_ﬁ)+JER(1—cos(6')) R d&
0 El 27 2

—chos(e) R dg+

PR

- PR(-7? -8IR*A+ R?*A?l)
2 8AET

For en Timoshenkobjeelke medtages blot forskydningsdeformationen.

_PR(-7°GA, -8IR*AGA, + R*AGA °| - T* AE)
8/TAEGA,

v, = (16.45)

Ved anvendelse af materialeparametrene er flytningen v, i toppen af cirkelringen beregnet,
jf. formel (16.45), hvor starrelsen er for den kvarte cirkelring. Flytningen ses i tabel 16.2
sammen med resultaterne fra afsnit 16.3.

VKP + bjelketeori VKP
Bernoulli-Euler 0,021 0,021
Timoshenko 0,049 0,049

Tabel 16.2: Flytninger i toppen af cirkelringen.

Det kan herved konkluderes, at flytningerne stemmer overens med de beregnede resultater
I afsnit 16.3.
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Kapitel 17 Ritz metoden for massiv cirkelring

| dette kapitel anvendes Ritz-metoden til beregning af den potentielle energi ved hjalp af et
analytisk udtryk for flytningerne af legemet. Teorien omkring Ritz-metoden er behandlet i
kapitel 11.

Udtrykket for den potentielle energi omskrives i det fglgende til at ga fra den indre radius
til den ydre, jf. (17.1), hvor den indre radius indgar som Ringre.

IR

1 E 7
M=% 1= ‘!R{m{g} [D]{e}r dr dH——Pu ,(%.R) (17.1)

Indre og ydre radier er defineret, jf. figur 17.1.

Rydre

Figur 17.1: Cirkelring med definering af indre og ydre radius.

| det falgende geettes pa flytningsfelter, der enten er polynomier givet ved (17.2) og (17.3)
eller trigonometriske funktioner givet ved (17.4) og (17.5). Disse funktioner er valgt, da de
er mulige at integrere over den kvarte cirkelring.

u (x.y)=a,+a, x+a, y+a, x*+a, y’ (17.2)
u, (x,y)=hb, +b x+b, y+b, x*+b, y (17.3)
u, (x.y) =b, cos"(v) (17.4)
u, (x,y)=b, sin"(v) (17.5)
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Randbetingelserne er defineret ved, at flytningsfeltet ikke ma slippe akserne. Dertil kom-
mer, at flytningsfeltet for linielasten ikke ma have et knak, hvor dette skeerer y-aksen. Be-
tingelsen med knakket er ikke geeldende for punktlasten, idet de numeriske modeller anty-
der, at der opstar et knzk.

17.1 Resultater
Udvalgte geet pa funktionerne ux(x,y) og uy(x,y) er angivet i tabel 17.1.

Geat: Uy (X,y) uy (X,y) M,

10 b y*+b, y*+b, ¥ 937
2 b, cos(v) b, sin(v) 827
3 b, cos(v) b, sin’(v) 08,3
4 b cos(v) b, sin®(v) 934
5 b, cos(v) b, sin*(v) -84.9
6 @ Xx+a, X’ b y*+b, y*+b, y°* x+b, y° 1615
7 a, xt+a, X’+a, x* b y*+b, y*+h, y*+b, y*+b y* x*+b; y¥ x .1531

Tabel 17.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Forud for resultaterne i tabel 17.1 er der foretaget en analyse af konsekvensen af geet pa
lige og ulige potenser, sammensatte funktioner af forskellig orden samt potenser af de tri-
gonometriske funktioner. Det fremgar af gat 4, at hgjere ordens get i sinusleddet giver
darligere resultater.

Udbgijningerne er skitseret pa figur 17.2, hvor nogle af gattene er undladt, da de stort set er
sammenfaldende.
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Figur 17.2: Udbgjning skaleret 1000 gange.

Geet 6 og 7, med mindst potentielle energi, har en diskontinuitet, hvor punktlasten angriber.
Denne diskontinuitet opstar fordi flytningsfeltet i kraftens retning indeholder et x-led. Den
potentielle energi for get 6 og 7 kan anvendes til sammenligningen med de numeriske me-
toder, hvis disse er pavirket af en punktlast. Resultatet af, at energien i et flytningsfelt med
et knaek er vaesentligt sterre end et felt uden kan antyde, at resultaterne uden knak ikke kan
anvendes til sammenligning med de numeriske metoder med punktlaster. Til sammenlig-
ning med de gvrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 17.2.

Geat: U, (48,00 u,(0,48)
0,0000 -0,0054
0,0030 -0,0110
0,0048 -0,0130
0,0051 -0,0125
0,0049 -0,0116
0,0027 -0,0064
7 0,0026 -0,0061

o O A W N P

Tabel 17.2: Udbgjningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 18 Ritz metoden for porgs cirkelring

Teorien for Ritz-metoden er gennemgaet i kapitel 17. Derfor falger der kun resultaterne for
den porgse cirkelring i det fglgende afsnit

18.1 Resultater
Udvalgte geet pa funktionerne ux(x,y) og uy(x,y) er angivet i tabel 18.1.

Gaet:  ux (Xy) uy (X,y) n,

10 b y*+b, y*+b, y° -150,1
2 b, cos(v) b, sin(v) -130,6
3 by COS(V) b, sin’ (V) -140,7
4 b, cos(v) b, sin®(v) 1514
5 b, cos(v) b, sin*(v) -140.7
6 a x+a, X’ b y*+b, y* x+b, y°+b, y° -264,4
7 & x+a, X*+a; X’ b y*+b, y*+b, y°+b, y?+b, y° x*+b; y* x 2508

Tabel 18.1: Potentiel energi for flytningsfelterne.

Forud for resultaterne i tabel 18.1 er der foretaget en analyse af konsekvensen af geet pa
lige og ulige potenser, sammensatte funktioner af forskellig orden samt potenser af de tri-
gonometriske funktioner.

Udbgijningerne er skitseret pa figur 18.1, hvor nogle af gattene er undladt, da de stort set er
sammenfaldende.
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Figur 18.1: Udbgjning skaleret 1000 gange.

Det viser sig at konklusionerne fra den massive cirkelskive ligeledes gar sig geeldende for
den porgse cirkelskive, da det eneste der er &ndret er elasticitetsmodulen. Til sammenlig-
ning med de gvrige modeller er udbgjningen bestemt, jf. tabel 18.2.

Geet: Uy (48,0) u, (0,48)
0,0000  -0,0087
0,0048  -0,0170
0,0078  -0,0210
0,0083  -0,0202
0,0080  -0,0190
0,0048  -0,0110
0,0047  -0,0100

~N o 0o W DN

Tabel 18.2: Udbgjningen i to udvalgte punkter.
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Kapitel 19 Numeriske modeller af cirkelring

| dette afsnit opstilles numeriske modeller for cirkelringen, hvorfra der bestemmes span-
dinger og flytninger, som sammenlignes for de forskellige modeller. De modeller, der an-
vendes er:

Model BEr bestaende af rette Bernoulli-Euler bjelkeelementer.

Model Tr bestaende af rette Timoshenko bjalkeelementer.

Model Q4r bestaende af isoparametriske firkantselementer med fire knuder, hvor
flytningerne af siderne mellem knuderne beskrives ved farstegradspolynomier.
Model Q8r bestdende af isoparametriske firkantselementer med otte knuder, hvor
flytningerne af siderne mellem knuderne beskrives ved andengradspolynomier.
Model SHET bestar af spandingshybride Q4 elementer.

| bjeelkemodellerne er der tre frinedsgrader i hver knude, mens der i skivemodellerne er to
frihedsgrader i hver knude. Desuden er alle modeller parametriseret sa der kan a&ndres pa
lasten, P, ydre radius, R, indre radius, r, elasticitetsmodul, E, Poissons forhold, v, samt an-
tallet af elementer i radiger retning, bortset fra bjeelkemodellerne, hvor det er antallet af
elementer i tangentiel retning, der kan &ndres. Alle modeller findes som cd-bilag.

19.1 Opbygning af model BEr

Model BEr er opbygget af rette Bernoulli-Euler bjelkeelementer. Pa figur 19.1 er den
kvarte cirkelring vist med globale knudenumre og elementnumre for en opbygning med
fire elementer. VVed opbygningen af modellen placeres knuderne i centerlinien af cirkelrin-
gen, og bjeelkernes hgjde sattes til cirkelringens bredde.

Figur 19.1: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model BEr.
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Ved beregningen af Bernoulli-Euler bjeelker forudsattes, at plane tvaersnit forbliver plane
og vinkelrette pa bjelkeaksen, hvilket betyder, at der i samlingen mellem elementerne vil
forekomme en overlapning. Denne fejl kan minimeres ved at veelge tilstreekkeligt mange
elementer. Teorien for Bernoulli-Euler bjeelker er ikke gaeldende for hgje bjeelker, idet der
ikke regnes med forskydningsdeformationer. Dette medferer endnu en fejl ved anvendel-
sen af modellen, idet bjeelken ma anses for vaerende hgj i forhold til leengden.

19.2 Opbygning af model Tr

Model Tr er opbygget af rette Timoshenko bjalker. Selve opbygningen og nummereringen
af knuder og elementer er den samme som for Bernoulli-Euler modellen jf. afsnit 19.1. |
denne model opstar samme fejl ved antagelsen om at plane tversnit forbliver plane, men i
modsetning til Bernoulli-Euler teorien medtages forskydningsdeformationerne. Opbyg-
ningen med rette Timoshenko bjeelker anses, som udgangspunkt, som en bedre model.

19.3 Opbygning af model Q4r

Model Q4r er opbygget af isoparametriske firkantselementer med fire knuder. Den princi-
pielle opbygning er vist i figur 19.2 for en opbygning af den kvarte cirkelring med fa ele-
menter, hvor de globale knudenumre er angivet. Desuden er den principielle nummerering
af elementerne vist. Elementdimensionerne er konstante bade i radizer og tangentiel retning
for alle elementer og der er dobbelt s3 mange elementer i tangentiel retning som i radieer
retning.

Figur 19.2: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model Q4r.
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Der anvendes fire Gauss-punkter ved bestemmelse af flytninger og spandinger. Ved be-
stemmelse af spaendingerne beregnes disse i knuderne, hvorved der opnas en jeevn afbild-
ning af spaendingerne.

For denne model geelder samme betragtning omkring aflange elementer som for model
Q4s, jf. afsnit 13.1.

19.4 Opbygning af model Q8r

Model Q8r er opbygget af isoparametriske firkantselementer med otte knuder. Den princi-
pielle opbygning er vist i figur 19.3 for en opbygning af den kvarte cirkelring med 8 ele-
menter, hvor de globale knudenumre er angivet. Desuden er den principielle nummerering
af elementerne vist. Elementdimensionerne er konstante bade i radieer og tangentiel retning
for alle elementer og der er dobbelt s3 mange elementer i tangentiel retning som i radieer
retning.

X
>

3%5

Figur 19.3: Princip for elementopbygning og globale knudenumre for model Q8r.

For firkanterne anvendes ni Gauss-punkter ved bestemmelse af flytninger og spaendinger.
Ved bestemmelse af spaendingerne beregnes disse i knudepunkterne, hvorved der opnas en
jeevn afbildning af spaendingerne.

For denne model geelder samme betragtning omkring rektanglernes leengde som for model
Q4s, jf. afsnit 13.1.

149



Del 1V - Cirkelring

19.5 Opbygning af model SHEr

Model SHEr er opbygges tilsvarende model Q4r. Eneste forskel er elementtypen.

19.6 Konvergensstudie af cirkelring

Der foretages et konvergensstudie pa flytninger, hvilket gares ved at estimere eksakte veer-
dier af disse starrelser ud fra veerdier fra tre forskellige antal benyttede elementinddelinger.
Metoden er beskrevet i afsnit 6.5.

19.6.1 Konvergens af bjeelkemodeller

For begge bjeelkemodeller veelges det at lade elementlengden vare givet ved (19.1).

_Rm

N (19.1)

hvor
R er radien af centerlinien
N er antallet af elementer

Der velges et forhold mellem elementlengderne i de forskellige modeller pa m=2, som
opnas ved at fordoble antallet af elementer. Det veelges at estimere flytningerne i punktet
(x,y) = (0,R) for en belastning pa den kvarte cirkelskive pd 15kN. Farst betragtes FEM mo-

dellen af Bernoulli-Euler bjeelker, jf. tabel 19.1.

Antal Antal Elementlengde  Flytning  Beregningstid
elementer  frihedsgrader uy [mm] [s]

100 303 0,404 -0,000304 0,7

200 603 0,202 -0,000152 3

400 1203 0,101 -0,000076 17,5

800 2403 0,051 -0,000038 1375

Tabel 19.1: Verdier til estimering af eksakte veerdier.

Ud fra tabel 19.1, der viser en del af beregningsresultaterne, kan det konkluderes, at det
ikke er fordelagtigt at lave et grundleeggende konvergensstudie af FEM modellen, da flyt-
ningen konvergerer mod nul ved valg af et stort antal elementer, jf. figur 19.4.
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Figur 19.4: Konvergens af flytninger for FEM model for Bernoulli-Euler bjelketeori.

Ud fra beregningsresultaterne ma det antages, at modellen bliver stivere jo flere elementer,
der benyttes til at modellere cirkelringen. Dette skyldes sandsynligvis, at det er rette bjel-
keelementer, der benyttes. Det vurderes pa baggrund af ovenstaende, at FEM modellen ik-
ke er brugbar til at modellere de virkelige flytninger.

Herefter betragtes FEM modellen af Timoshenko bjalker.

Antal Antal Elementleengde  Flytning  Beregningstid
elementer  frihedsgrader u, [m] [s]

100 303 0,404 -0,000304 0,7

200 603 0,202 -0,000152 3

400 1203 0,101 -0,000076 18

800 2403 0,051 -0,000038 126,5

Tabel 19.2: Verdier til estimering af eksakte vaerdier.

Ud fra tabel 19.2, der viser en del af beregningsresultaterne, kan det ogsa her konkluderes,
at flytningen konvergerer mod nul ved valg af store antal elementer, jf. figur 19.5.
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Figur 19.5: Konvergens af flytninger for FEM model for Timoshenko bjelketeori.

Beregningsresultaterne viser som tidligere, at modellen bliver stivere jo flere elementer,
der benyttes til at modellere cirkelringen. Derved er FEM modellen for cirkelringen ved
brug af Timoshenko bjelketeori ligeledes ikke er brugbar til at modellere de virkelige flyt-
ninger.

19.7 Resultater for massiv cirkelring

| dette afsnit bestemmes flytninger og spaendinger i den kvarte cirkelring i punkterne vist
pa figur 19.6, svarende til de steder, der males i forsgget. Dette ggres for alle FEM-
modellerne af ringen, idet elasticitetsmodul og Poissons forhold fra kapitel 8benyttes. Li-
geledes bestemmes den potentielle energi i den kvarte cirkelring. Belastningen, som disse
parametre findes for, er 15 kN pa den kvarte cirkelring.
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Figur 19.6: Placering af punkter, hvor flytninger bestemmes.

| tabel 19.3 ses resultaterne for de to cirkelringmodeller, hvor der er valgt tilstreekkelig
mange elementer til at fejlen er minimal, jf. afsnit 13.5. Det ses at stgrrelsen af flytningerne
ikke &ndres meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske metoder og

forsggene anvendes resultatet fra Q8r-modellen.

FEM-model U, [mm] u, [mm] M, [Nmm]
Q4r 0,0171106 -0,0301776 -711,8
Q8r 0,0171125 -0,0301801 -709,3
SHEr 0,0171100 -0,0301791 -

Tabel 19.3: Resultater fra massiv cirkelring.

Pa figur 19.7 er vist spaendingsplot i de to normalspandingsretninger samt forskydnings-
spaending.
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Figur 19.7: Spaendingsvariationer for den massive cirkelring.
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19.8 Resultater for porgs cirkelring

| dette afsnit bestemmes flytninger i den kvarte cirkelring i punkterne vist pa figur 19.8,
svarende til de steder, der males i forsgget. Dette gares for alle FEM-modellerne af ringen,
idet den konstitutive matrice fra kapitel 8 benyttes. Ligeledes bestemmes den potentielle
energi i den kvarte cirkelring. Belastningen, som disse parametre findes for, er 15 kN pa
den kvarte cirkelring.

o0 o

Ux (48, 0)

Figur 19.8: Placering af punkt, hvor flytninger bestemmes.

| tabel 19.4 ses resultaterne for de to cirkelringmodeller, hvor der er valgt tilstraekkelig
mange elementer til at fejlen er minimal, jf. kapitel 13.5. Det ses, at starrelsen af flytnin-
gerne ikke &ndres meget fra model til model. Til sammenligning med de analytiske meto-
der og forsggene anvendes resultatet fra Q8r-modellen.

FEM-model U [mm] u, [mm] M, [Nmm]
Q4r 0,0275250 -0,0439155 -1042,7
Q8r 0,0275277 -0,0439190 -1034,1
SHETr 0,0292041 -0,0440662

Tabel 19.4: Resultater fra porgs cirkelring.

Spaendingsvariationerne i den massive og porgse cirkelring er identiske, idet spendingsva-
riationen ikke afhanger af materialekonstanterne, jf. afsnit 13.6 og 13.7. Pa baggrund af
dette henvises til figur 19.7 for spaendingsplot.

154



Kapitel 20 — Forsggsresultater for cirkelring

Kapitel 20 Forsggsresultater for cirkelring

Til verificering af de numeriske og analytiske beregninger er der for cirkelringen udfart
forsgg, hvor forsggsopstillingen er vist pa figur 20.1.

Figur 20.1: Massiv cirkelring med flytningsmalere.

Belastningen pa bade den massive og porgse cirkelskive pafares af to omgange med be-
lastningerne henholdsvis 0 til 15 kN og 0 til 30 kN. Forsggselementet udstyres med to flyt-
ningsmalere pa hver side, hvorved det er muligt bestemme flytningen i henholdsvis vandret
og lodret retning, forsgg 6, hvilke bestemmes ved formel (20.1) og (20.2).

P =447 u, (20.1)
P =801 u, (20.2)

Flytningerne ved en belastning pa 30 kN bestemmes jf. formel (20.1) og (20.2).

u, =30 . 0,07 mm
447

U, = 30 0,04 mm
801
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For den porgse cirkelring fremgar forsggsopstillingen af figur 20.2.

Figur 20.2: Porgs cirkelring med flytningsmaler.

Databehandlingen er foretaget analogt til den massive cirkelring, hvorved flytningerne i
lodret og vandret retning bestemmes ved henholdsvis formel (20.3) og (20.4). For nermere
oplysninger om forsggsopstilling og resultater henvises til forsgg 7.

P=238 u, (20.3)
P =410 u, (20.4)

Flytningerne ved en belastning pa 30 kN bestemmes jf. formel (20.3) og (20.4).

u, = 30 0,13 mm
238

u, = 30 0,07 mm
410
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Kapitel 21 Sammenligning af resultater

| dette kapitel sammenlignes de analytiske udtryk, numeriske modeller og maleresultater
fra laboratorieforsgg for cirkelringen.

Fra Bernoulli-Euler- og Timoshenko-bjealketeorien samt laboratorieforsgg fremkommer et
udtryk for deformationen, hvor de numeriske modeller og Ritzmetoden fremkommer med
bade en deformation og en vardi for den potentielle energi. Pa baggrund af disse resultater

foretages sammenligningen.

21.1Sammenligning af flytninger

Ved laboratorieforsgg er flytninger malt i punkterne angivet pa figur 21.1, hvorfor disse
benyttes som referencepunkter for ssmmenligningen. Dette ger sig geeldende for bade den

massive og porgse cirkelring.

v
P

uy (0, 48)

Uy (48, 0)

Figur 21.1: Angivelse af punkter hvor deformeringen bestemmes.

| tabel 21.1 er flytningen og den potentielle energi opskrevet for de forskellige metoder og
pa figur 21.2 er udbgjningen optegnet.

lement Massiv Porgs
Metode u, [mm] u, [mm] n, [(Nom] | u, [mm] u, [mm] n. [Nmm]
B-E (ana.) 0,05 - -
Timosh. (ana.) 0,02 - - - - -
Ritz geet 3 0,005 -0,01 -98,3 0,008 -0,02 -140,7
Num. (Q8) 0,02 -0,03 -711,8 0,03 -0,04 -1042,7
Forsgg 0,07 -0,04 0,13 -0,07

Tabel 21.1: Flytninger og potentiel energi for udvalgte metoder
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Figur 21.2: Udbgjning skaleret 400 gange.

Det ma forventes, at den malte udbgijning er den rigtige, trods cirkelringen i forsgget er pa-
virket af en last virkende over et lille areal, hvorimod de beregnede modeller tager ud-
gangspunkt i en punktlast. Dette kan ogsa veere forklaringen pa, at det er Bernoulli-Euler
teorien der, frem for den numeriske model, kommer narmest den vertikale flytning, hvilket
ma siges at vare overraskende, da Bernoulli-Euler teorien er den simpleste af metoderne.
Det viser sig imidlertid ogsa ved den vandrette flytning at den numeriske vaerdi er bedre
end Bernulli-Euler, hvor Timoshenko viser sig bedst, jf. desuden figur 21.2. Den darligste
estimering af flytningen ses tydeligt, at veere Ritzmetoden, hvilket ikke automatisk gar me-
toden darlig, men indikerer, at polynomier og sinus- og cosinusfunktioner er darlige get pa
deformationen. Ligeledes bemarkes, at den potentielle energi ved Ritzmetoden ligger langt
fra den potentielle energi beregnet numerisk, hvilket kan skyldes en manglende udbgjning
for Ritzmetoden, der medfagrer mindre potentiel energi.
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Kapitel 22 Konklusion

| rapporten er der lavet en analyse af en reekke aluminiumsskiver og enhedsceller. Analy-
sen er foretaget ud fra en raekke analytiske udtryk, numeriske beregninger samt forsgg ud-
fort i fuldskala. I det falgende konkluderes der pa de forskellige metoder og de dertilhg-
rende resultater. Overordnet er der behandlet to forskellige materialer i form af massivt
aluminium og et porgst materiale, der er udfert i samme aluminium blot med en raekke hul-
ler, der imiterer en porgsitet. Samtidig er der i forbindelse med den pafarte last foretaget en
simplificering, idet der i forsgget er pafart en linielast, mens der i de numeriske og analyti-
ske beregninger er regnet med en punktlast.

| det fglgende bestemmes de optimale metoder til lgsning af henholdsvis flytninger og
spaendinger for skiverne og cirkelringen, mens den mest optimale metode til bestemmelse
af materialeparametrene findes for enhedscellen. En optimal metode defineres som den
metode, som er simpel og let at opstille, men stadig leverer et “godt” resultat.

22.1 Enhedscelle

Estimeringen af elasticitetsmodulen for det porgse materiale er foretaget ved anvendelse af
analytiske og numeriske metoder. Analytisk benyttes Gibson Ashby, Voigt, Reuss, Dilute
og den selvkonsistente metode. Voigt og Reuss giver gvre- og nedrevaerdilgsninger, hvoraf
det kan konkluderes, at Dilute estimatet ikke kan anvendes ved porgsiteter over 0,66, mens
den selvkonsistente metode ikke kan benyttes ved porgsiteter over 0,33. Til verificering af
de analytiske estimater blev der foretaget forsgg, hvor sammenligning viser, at ingen af de
analytiske estimater giver gode resultater. Imidlertid giver Dilute og Gibson Ashby de for-
holdsvis bedste estimater, specielt ved lavere porgsiteter. Pa baggrund af dette kan det
konkluderes at Gibson Ashby er det bedste estimat da dette er simplere at opstille end Di-
lute estimatet. Ved sammenligning af Gibson Ashby og de numeriske resultater i forhold til
eksperimentelle ligger estimaterne lige langt fra. Pa baggrund af dette konkluderes, at Gib-
son Ashby er den bedst metode, idet de numeriske beregninger er mere komplicerede. Det
skal imidlertid bemaerkes at Gibson Ashby ikke giver et estimat for Poissons forhold, hvil-
ket ikke har veaeret muligt at sammenligne med eksperimentelle resultater.

22.2 Cirkelskive

De analytiske udtryk for cirkelskiven er opstillet ved Ritz-metode, kompleks funktionsteori
samt Fourier reekkeudvikling. | Ritz-metoden er der gaettet pa en raekke flytningsfelter i
form af polynomier. Dette er en forholdsvis simpel metode, der relativt hurtigt kan opstil-
les. Flytningerne bestemt ved de bedste get er cirka halvdelen af de malte flytninger. Dertil
kommer, at den potentielle energi bestemt ved Ritz-metoden er langt fra FEM beregnin-
gerne, hvorved det kan konkluderes, at Ritz-metoden ikke har nogen praktisk anvendelse
ved gat pa polynomier. Det afvises ikke, at der kan forekomme andre analytiske udtryk af
flytningerne, der kunne minimere fejlen.
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Speandingerne beregnet med den komplekse funktionsteori og Fourier rekkeudviklingen
bygger begge pa Airy’s spaendingsfunktion. Forskellen er indfarelsen af lasten i ligninger-
ne. Ved sammenligning af de beregnede veerdier af spaendingerne for de to modeller ses, at
forskellen er minimal. Dertil kommer, at en sammenligning med FEM beregningerne viser,
at spandingerne beregnet med den komplekse funktionsteori og Fourier reekkeudviklinger-
ne nasten er sammenfaldende. Derfor vurderes disse matematiske udtryk at veere gode til
beregning af spandingerne i cirkelskiven. Den ngjagtige udledning af ligningerne til Fou-
rier og kompleks funktionsteori er ud over dette semesters indhold og det anbefales derfor
at fraveelge disse metoder.

Cirkelskiven blev modelleret med fire FEM-modeller, en bestdende af firkantselementer
med konstant tgjningsfordeling i elementet (Q4-model), en bestaende af firkantselementer
med linert varierende tgjningsfordeling i elementet (Q8-model), en model bestaende af
trekantselementer med lineaert varierende tgjningsfordeling i elementet (LST-model) samt
en model bestaende af spaendingshybride Q4 elementer. De fire modeller konvergerer mod
den samme veerdi af flytninger og spaendinger, nar antallet af elementer gges, men det viser
sig, at det spaendingshybride element laver numeriske fejl, ndr modellen opbygges af over
4000 elementer. Samtidig viste det sig mod forventning, at det spaendingshybride element
konvergerede langsomt pa spandingerne, og derved antages den bedste af modellerne at
veere LST-modellen, der konvergerer hurtigst af de tre modeller. FEM-modellerne er sim-
ple at anvende, men det kan vere besverligt at opstille modeltopologien. Fordelen ved
FEM-modellerne er, at nar ferst topologien er opstillet, kan alle relevante resultater bereg-
nes, sasom flytninger, spendinger, tgjninger samt potentiel energi.

22.3 Cirkelring

Ved antagelse om at cirkelringen er en bjaelke, kan Bernoulli Euler bjelketeori samt Ti-
moshenko bjeelketeori anvendes til at opstille analytiske udtryk for flytningen af cirkelrin-
gen. Derngst er Ritz-metoden anvendt som en analytisk lgsning. Det viser sig, at Bernoulli
Euler bjelketeori ved anvendelse af de generelle tgjningsrelationer giver en ret praecis
veerdi for flytningen. Dette er lidt imod det forventede, idet leengde-breddeforholdet hen-
vender sig bedre til Timoshenko bjalketeori. Flytningen beregnet ved Timoshenko bjelke-
teorien viser sig, at vere starre end flytninger ved alle andre modeller. Det vurderes derfor,
at Bernoulli Euler bjelketeorien er en udmarket analytisk lgsning til cirkelringen. Det be-
merkes, at det kan veere tilfeeldigt, at Bernoulli Euler flytningen er sa god, idet bjaelkens
leengde-breddeforhold som sagt ikke er inden for bjeelketeoriens normale gyldighedsomra-
de.

Ritz-metoden viser sig ogsa her at have starre fejl pa flytningen samt den potentielle ener-
gi. Derfor kan det ligeledes konkluderes, at geaet pa polynomier samt sinus og cosinus funk-
tioner i forhold til Ritz-metoden ikke er en god lgsning til problemstillingen.

Cirkelringen er modelleret med fem FEM-modeller, en bestaende af firkantselementer med
konstant tgjningsfordeling i elementet (Q4-model) og en bestaende af firkantselementer
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med lineert varierende tgjningsfordeling i elementet (Q8-model), en bestdende af span-
dingshybridelementer (SHE-model) samt en Bernoulli Euler- og en Timoshenko-
bjeelkemodel. De to bjaelkemodeller modellerer cirkelringen meget stift nar antallet af ele-
menter gges. De tre gvrige modeller konvergerer mod den samme verdi af flytninger og
spandinger, nar antallet af elementer gges. Den bedste af modellerne er Q8-modellen, der
konvergerer hurtigst.
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Bilag A  Straingage teori

| dette bilag beskrives teorien for straingages og deres anvendelse til eksperimentel be-
stemmelse af materialeparametre. Bilaget er skrevet i henhold til [Pilegaard, 1998]. An-
vendes anden kilde er dette anfart.

A.1 Straingages

En straingage, jf. figur a.1, er et ledende materiale der, pasat pa et legeme udsat for en de-
formation, deformeres med legemet. Registreringen af deformationen sker ved en forlen-
gelse eller sammentrykning af straingagen, hvorved straingagens tverareal, leengde og
elektriske modstand andres. Zndringen i modstanden kan males og omregnes til en tgj-
ning. Pa figur a.1 vises en principskitse af en enkeltgage og en rosettegage, tilsvarende
dem der benyttes i forsggene. Det noteres, at rosettegagen maler i ét punkt, men er her illu-
streret med de tre gages forskudt for at tydeliggere skitsen.

Enkelt gage Rosette gage

Effektiv
leengde

ML

a0

Figur A.1: Principskitse af en Enkeltgage og en Rosettegage.

Pafares gagen en forleengelse vinkelret ind pa maleretningen, sker der en lille forleengelse i
tvaerretningen og derfor et bidrag til den samlede malte tgjning. Denne ses der bort fra, da
den antages lille.

Der opskrives et udtryk for tgjningen i henhold til &ndringen i modstanden. Farst defineres
modstanden, R, ved formel (A.1).

R=p— (A.1)

P er den specifikke modstand af materialet
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A er tvaersnitsarealet af materialet
L er leengden af materialet

En &ndring i modstanden kan tilneermelsesvis opskrives ved formel (A.2).

AR~ ap+ RaL+Ran
oo oL oA

(A.2)
=L npePaL-pltan
A A A’
Divideres der igennem med R fas formel (A.3).
AR_Lpp+iai-Laa (A3)
R p L A

| det fglgende antages lederen at vare en cirkuler trad, hvorfor et udtryk for den deforme-
rede diameter kan skrives som formel (A.4).

dg =d(1-vAe) (A.4)
hvor

% er Poissons forhold for ledningsmaterialet

d er den udeformerede diameter

At er @ndringen i leengdetajningen

Herfra kan formel (A.5) opskrives for arealeendringen i forhold til det udeformerede areal.

DA Ay —A md? (1-vAe)’ - nd?
A A d? (A.5)
= -2vAe +V?(Ag)’

Forudsettes sma tagjninger bortkastes sidste led i formel (A.5), hvorved formel (A.6) kan
opskrives.

A—AA . —2VAe (A.6)
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Med formel (A.6) kan (A.3) skrives som formel (A.7).

A_RR =82 (1-w)ae (A7)

0

Hvor farste led pa hgjresiden er strukturendringen og andet led pa hgjresiden er tgjningen.

Herfra indfares gagefaktoren, K, sdledes formel (A.7) skrives som formel (A.8)

AR
hvor
Ap
K,=-+(1+2v
g Ag ( )

Gagefaktoren kan bestemmes eksperimentelt, men opgives sedvanligvis af fabrikanten af
straingagen.

Ovenstaende udledning gar sig gaeldende for bade enkeltgages og rosettegages, men hvor
enkeltgages kun maler i en retning., maler rosettegages i tre retninger, idet rosettegages kan
betragtes som sammensat af tre enkeltgages jf. figur a.2, hvorfor tveertgjningen kan be-
stemmes ved formel (A.9), [Foley, 2004].

Figur A.2: Rosettegage maleretninger.
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£, = £, €087 (0) + &, 5in* (0) + £, cos (26) (A.9)
hvor

€nn er den malte tgjning for en given gage i Rosettegagen

0 er gagens vinkel

Tveertgjningen kan herfra findes ved formel (A.10).

o 2 fm b cos’(8) - €, sin(8)

v sin(26) (A.10)

A.2 Wheatstone bro

Til registrering og maling af @ndringer i straingagen benyttes en Wheatstone bro, jf. figur
a.3. En Wheatstone bro er et kredslgh, der benyttes til maling af relative andringer i mod-
stande og er derfor velegnet til straingages.

2
R12 R24
©
1 Vo 4 V,
output
©®
R13 R34
3

Figur A.3: Skitse af Wheatstone bro.

Den pagaldende Wheatstone bro virker ved at pasette en bro-spanding, Ve, over punkter-
ne 2 og 3. Herfra lgber strammen via 1 og 4 til output spaendingen, Vo. Mellem punkt 1,2,3
og 4 iseettes modstande i form af eksempelvis straingages, hvorfor der kan registreres en
spandingsforskel ved output spandingen i henhold til endringen i modstanden, jf. afsnit
A.1. Modstandene er repraesenteret ved Riz, Ris, Rss, 09 Ro4 pa figur a.3. Modstanden fra
punkt 1 til 4 antages sa stor, at strammen mellem punkt 1 og 4 forventes at vare lig 0.
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Til bestemmelse af Vy, findes farst spendingsfaldet over streekningerne 1-2 og 2-4.

Vi =V, =V, 09V, =V, -V,
Vo=V, =V =V, =V,

Da strgmmen i punkt. 1, 2 og 3 er konstant haves fra Ohms lov formel (A.11).

Vi, =R, | (A.11)

Dette medferer formel (A.12).

Ve = (RlZ + R13) I
(A.12)

Indsattes (A.11) i (A.12) fas (A.13). Ovenstaende geres analogt for den anden side af bro-
en, hvorfor formel (A.14) kan skrives.

v, =y, (A13)
Ro +Re

V,, = L . (A.14)
R24 + R34

Output spaendingen kan nu opskrives som formel (A.15).

V, =V, -V,, = RRs ~RyRy, V, (A.15)
(R12 + R13)(R24 + R34)

Broen er balanceret hvis output spaendingen er 0, hvilket medfarer falgende.

F'212 R34 = F\)24 RlS
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Andres modstandene nu med starrelserne AR ,, AR,,, AR, og AR, fas formel (A.16).

AV, = A AR, + A ARy, +%AR34 +%AR24 (A.16)
oR,, ORy R, oR,,

Ses pa farste led pa hgjresiden I formel (A.16), kan dette omskrives til formel (A.17) ved
differentiation af formel (A.15).

OV = R \Y/ A.l7
aRiZ (R12 + Rls)z : ( )

Dette gares analogt for de andre led, hvilket medfarer at formel (A.16) kan skrives som
formel (A.18).

AV, = l AR, AR, + AR, AR, V, (A.18)
4 Ry R Ras Rou

Modstandszgndringen i en straingage kan ifalge (A.8) skrives som (A.19).

Indfares dette | formel (A.18) fas formel (A.20).

K
AV, = T@'(Ae12 - A&, + Mg, — s, )V, (A.20)
Ved anvendelse af enkeltgages opstilles en kvartbro, hvor der kun anvendes én straingage i
modsetning til halv- eller fuldbro, hvor henholdsvis to og fire straingages monteres. | ste-

det indsattes konstante modstande mellem de resterende punkter. Dette betyder, at formel
(A.20) kan reduceres til formel (A.21), safremt gagen pasattes mellem punkt 1 og 2.

AV, = %(Aglz)ve (A.21)
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Bilag B Virtuelle flytningers princip for
krumme bjeaelker

Formalet med dette afsnit er at vise det virtuelle arbejdes princip geldende for krumme
bjeelker. Til dette benyttes virtuelle flytningers princip, VFP, hvor der tages udgangspunkt i
bjeelkens differentialligning og statiske feltligninger. Ydermere bestemmes sammenhan-
gen mellem flytninger og tejninger.

B.1 Geometriske overvejelser og antagelser

Den geometriske model for cirkelringen er illustreret pa figur b.1, som viser et infinitesi-
malt udsnit, der spaender over vinklen dé.

V+dV
A

N

M+dM

[

Figur B.1: Geometrisk model og betegnelser for leengder, vinkler og krafter.

Pa figur b.1 er n en jeevnt fordelt aksial linielast, og q er en jeevnt fordelt linielast, der vir-
ker pa tveers af bjeelkeaksen.

Ved arbejde med infinitesimale udsnit, hvor der benyttes sma vinkler, antages falgende at
gelde:

dg>=0
ds’>=0
cosdd =1
sindd=dé&

Ud fra den geometriske model opstilles sammenhangen mellem vinkelaendring og bue-
leengde i formel (B.1).
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4. & gs=dor (B.1)
2 T 2r
hvor
do er vinkelendringen
ds er leengden af bjeelkeudsnittet
r er radius af cirkelringen

De simplificerede konstitutive ligninger givet ved formel (B.2), (B.3) og (B.4) er geeldende
for plane, retlinede bjeelker, og antages ogsa gaeldende for krumme bjelker.

N=E A ¢ (B.2)

M=E I « (B.3)

V=G A y (B.4)
hvor

N er normalkraften

E er elasticitetsmodulen

A er tvaersnitsarealet

€ er normaltgjningen

M er momentet

I er inertimomentet

K er krumningstgjningen

\Y er forskydningskraften

G er forskydningsmodulen

P

er forskydningsarealet
er forskydningstgjningen

<<

Sammenhangen mellem tgjninger og flytninger for plane retliniede bjalker, kan ikke over-
fares direkte til krumme bjalker, idet tgjningerne og flytningerne ikke influerer pa samme
made. Eksempelvis galder formel (B.5) for krumme bjalker.

d *w(x)
dx?

K(X) # (B.5)

B.2 Opstilling af de virtuelle flytningers princip

Ved brug af sterrelserne angivet pa figur b.1 kan ligevaegtsligningerne opstilles. Der tages
udgangspunkt i punktet A, der indeholder kraftendringerne, og derved findes henholdsvis
ligning (B.6), (B.7) og (B.8).
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O=N’—%V +n (B.6)
, 1

0=V'+=N+q (B.7)
r

0=M"+V (B.8)

De tre ligningssystemer (B.6), (B.7) og (B.8) benyttes efterfalgende ved opstillingen af det
virtuelle arbejdes princip for den krumme bjeelke ved Timoshenko bjeelketeori. Derefter er
det muligt at bestemme princippet for Bernoulli-Euler bjeelketeori ved at satte forskyd-
ningsdeformationer lig nul, hvorved V elimineres.

De tre ligningssystemer multipliceres med de tre kontinuerlige funktioner da, 6 og oy,
hvor & angiver en variation. Herefter summeres leddene, hvorved formel (B.9) fremkom-
mer.

0=(M'+V)da+ N =2y +n B + vieln +q oy (B.9)
r r

Udtrykket integreres med hensyn til ds.

O-bM’+VJ d+bN’—1V+ o) d+bV’+1N+ oy d
_Ia( )arsja Fn,Bsfa qus

Funktionerne da, 3B og dy multipliceres pa de enkelte led og efter et par delvise integratio-
ner over de pafarte rande fremkommer formel (B.10).

0=[Mda]. - [[Mda’ ds+[Voa ds

+[Nap]. - [ Nap o|s—f’1

VIR ds+ Ian,B ds (B.10)
a r a

b b , bl b
+[V5y]a—IaV5y ds+LFN5y dS*L qdy ds

Udtrykket omskrives.
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b b b 1
0:[Mda]a—LM5a’ ds+LV Ja—;dﬂ—éy' ds

+[Ngg. + [N —J,B'+%Jy ds

b b b
+[Voy]. +L nds ds +L qdy ds

Ligningssystemet opskrives med det indre virtuelle arbejde pa venstresiden og det ydre vir-
tuelle arbejde pa hgjresiden, hvorved formel (B.11) fremkommer.

[[maa ds+ [N 0’,8’—%0’;/ ds+ 'V —Ja+%5ﬂ+5y' ds =

(B.11)

[Jady ds+['ndB ds+[Moa]. +[NIB]. +[vay];

Leddene i formel (B.11) kan rent fysisk fortolkes som fglgende.

I:Mda' ds

b 1

J'a N Jﬁ'—de ds

b 1

J'aV —Ja+FJ,8+Jy' ds

I: qdy ds
b

L nog ds

Mol

[Nog, . Vo],

er det indre virtuelle arbejde af snitmomentet og

krumningstgjningen.

er det indre virtuelle arbejde af normalkraften og

normaltgjningen.

er det indre virtuelle arbejde af forskydningskraften

og forskydningstgjningen.

er det ydre virtuelle arbejde af belastningen, g, og

flytningen.

er det ydre virtuelle arbejde af belastningen, n, og

flytningen.

er det ydre virtuelle arbejde af endemomenter og en-
derotationer.

er det ydre virtuelle arbejde af endekrafter og en-
deflytninger.
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For at give da, df og dy en fysisk betydning, betragtes da som en virtuel rotation, dw, og 6
betragtes som en virtuel normalflytning du. dy betragtes som virtuel tveerflytning dv.

oa = ow
of =ou
oy =0V

De virtuelle flytningers princip opskrives med de indfarte fysiske betydninger.

J’bMJa)' ds+J’bN ou'- 2oy ds+IbV W+ Eou+ vt ds =
a a r a r (Bllz)

[Jadv ds+[/ndu ds+[Maw]. +[Nau]. +[vov];

Idet momentets arbejdskonjugerede er krumningstgjningen, 0k, normalkraftens arbejdskon-
jugerede er normaltgjningen, &€, og forskydningskraftens arbejdskonjugerede er tveertgj-
ningen, 3¢, kan fglgende udledes af formel (B.12).

ok = & (B.13)
Oe = 5u' - 2 6v (B.14)
r
0p = —Gw+ LU+ v (B.15)
r

Det virtuelle arbejdes princip for den krumme Timoshenko bjelke kan herefter opstilles
som formel (B.16) med hensyn til bueleengden ds.

J'bMJK ds+J’bN5£ ds+IbV5¢ ds =
‘1 ba a b b b (B.16)
J’a qov ds +J’a nou ds+[Mdw]. +[Nou] +[Vov].

Hermed er det virtuelle arbejdsprincip vist geldende ved Timoshenko bjeelketeori, hvilket

betyder, at teorien kan anvendes til bestemmelse af flytninger og tgjninger.

Safremt, det kun gnskes at arbejde med Bernoulli-Euler bjelketeori, sattes forskyd-
ningstagjningen lig nul, hvorefter henholdsvis formel (B.17), (B.18) og (B.19) findes ud fra
formel (B.13), (B.14) og (B.15).

5£:Ju’—%5v (B.17)
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0p=0=—w+5u+ov
r

U (B.18)
ow = 1é’u +ov'
r
n 1 1
0K = o0V"+=U (B.19)

r
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Bilag C Finite Element Method

| dette bilag beskrives FEM teorien, Finite Element Method, for kontinuumer som eksem-
pelvis aluminium. Det veelges at se pa FEM teorien ved benyttelse af den potentielle energi
med henblik pa en senere anvendelse til opbygning af skiveelementer. De generelle kilder
til bilaget er [Byskov, 2002a] og [Byskov, 2002b].

C.1 Potentiel energi for et elastisk kontinuum

Den potentielle energi for et elastisk kontinuum bestar af tajningsenergi i selve massen og
potentiel energi for paferte ydre laster. Udtrykket for den totale potentielle energi, som i
det folgende benevnes IMp, kan benyttes til at formulere elementers stivhedsmatricer,
spaendinger samt knudelaster. Den potentielle energi for et hyperelastisk materiale i det tre-
dimensionelle tilfeelde er givet ved formel (C.1), jf. figur c.1.

M, () :J\N(Vij)dv _quuidv _Ifiuids (C.1)

hvor
J/’W (v;)dv er den indre potentielle energi fra tgjningerne, vj

I gu.dv er den ydre potentielle energi fra foreskrevne massekraefter
\Y

I Tu.dS er den ydre potentielle energi fra foreskrevne overfladekrafter
St

W (y;) er funktionen for tgjningsenergi

2 er Lagrangetgjningen

\Y er voluminet af kontinuumet

q; er foreskrevne massekreefter

U, er flytninger

T, er foreskrevne overfladekrafter

S er omkredsen af kontinuumet
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Figur C.1: lllustration af kontinuum.

Ved at betragte formel (C.1) ses, at Iy, for et givet kontinuum med en given last, ikke af-
hanger af spaendingerne, men kun af de kinematiske starrelser, specielt flytningerne uy, og
tajningerne y;;. Ved at tage variationen af tgjningerne er det ud fra (C.1) muligt at finde den
generelle formel for de virtuelle flytningers princip.

For et lineeert hyperelastisk materiale er den indre potentielle energi givet ved formel (C.2),
hvor der ved hyperelastiske materiale menes, at spaendingerne er uafhangige af tgjninger-
nes historie.

1
W(yij) :EDijklyijykl (C.2)

hvor
Dy er en fjerde ordens tensor

Y er Lagrange tgjningen, givet ved y, =3 (U, +U, ) +3U U,

Inden der arbejdes videre med den potentielle energi, veelges det kort at analyseres Lagran-
getajningen, som bestar af henholdsvis den infinitesimale tgjningstensor, €mn, 0g infinite-
simale rotationstensor, wmy, jf. formel (C.3) og formel (C.4).

gmn = %(um,n + un,m) = gnm (C'3)
wmn = %(um,n - un,m) = _wnm (C'4)

Ved antagelse af sma tgjninger, moderate sma rotationer samt linezere materialeteorier, ha-
ves formel (C.5).

Vo =& (C.5)

mn
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Derved kan formlen for den indre potentielle energi i formel (C.2) omskrives til (C.6).

1
W(e;) = 2 Dij i€ (C.6)

I den videre teori simplificeres til det plane tilfelde, specifikt plan spaendingstilstand, da
spaendingerne ud af planet o,, = 0y, = 0y, = 0, mens tgjningerne ud af planet er forskellig
fra nul. Derved kan ligningen for den potentielle energi omskrives til formel (C.7), hvor
der er skiftet til graeske indeks, som antager veerdierne 1 og 2.

M,(u,) =3t I D s5€a5E,50A I g,u,dA- J’ T,u,dS (C.7)
A A 5,
Derved kan tgjningstensoren skrives som (C.8), ved brug af (C.3).
£ap =3 (Uap + g ) (C.8)

Ydermere er de konstitutive forhold for et isotropt materiale grundet symmetri og linearitet
givet ved (C.9).

1 v 0
Dl=—— v 1 o0 (C.9)
0 0 (1-v)/2

| det folgende veelges at omformulere tensorformen til matrixform, hvor falgende definiti-
oner benyttes, jf. formel (C.10) og (C.11).

gll ul,l

{5} = &p T Uy (C.10)
2512 ul,Z + u2,1
u

{u}= (C.11)

Det er nu muligt at formulere formel (C.12).

M, ({u}) = 3t[{e} (PHe}dA-t[{u} {g}dA-t[{u} {r}ds (C.12)
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For at muligggre den videre udledning betragtes nu et vilkarligt element, i det fysiske ko-
ordinatsystem, det vil sige der foretages en udledning ud fra det lokale tilfeelde. For ele-
mentet findes en sammenhang mellem flytningen og knudeflytningerne for elementet,
hvor knudeflytningen svarer til antal frihedsgrader. Sammenhangen mellem de to sterrel-
ser findes gennem formfunktioner, som samles i en matrice kaldet funktionsmatricen givet
ved formel (C.13), jf. figur c.2.

VA

X,U

Figur C.2: lllustration af et element i det fysiske koordinatsystem, hvor hver knude har to frihedsgrader.
{u} =[N1{d} (C.13)

hvor
{u}  er knudedeformationen

[N]  er funktionsmatricen
{d} er knudeflytningerne

Formel (C.10) udskrives til formel (C.14).

{e} =[0{u} (C.14)

Ved at kombinere formel (C.13) og (C.14) findes formel (C.15).

{e} =[B]{4} (C.15)

hvor

[B]=[0][~]
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Ved at indsette det nye udtryk for tgjningen givet ved formel (C.15) og (C.13) i formel
(C.12) findes formel (C.16).

M, ()= 4 (5] (DIBHaYon- e[ (V) {aon
-t SI([N]{d}) {r}ds
=1t J’{T:d}T [B] [DI[BI{a}dA-t[{a} [NT {g}dA
- : §[{ar}T [NT {r}ds A

(C.16)

Ved indfgring af funktionsmatricen blev et enkelt element betragtet. | det efterfelgende be-
tragtes N antal elementer, hvorved formel (C.16) kan omskrives til (C.17).

N

Mouh =231 [{d} [B] [D][Bl{d}dA- Zt j{d} [NT {g}0A

g I{d} [NT {T’}dS
33l ({8 DBA)a}- 1Y 10T fadon
-3 {ay N fres (€

1
2

> {af a3 (oY {7} 3y )
> (Y WHa}- S 0¥ (@} + ()
=33 Y [y 3 {0y {7}

1
2

| formel (C.17) e falgende benyttet,
[k]=t {[B]T [D][B]dA
{ry=y[[N] {p}er
{sh=[[N] {r}s
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Formel (C.17) er den endelige form for potentiel energi for det enkelte element, hvilket vil
blive benyttet i det fglgende. Det er muligt at transformere elementets stivhedsmatrice til
systemniveau ved at benytte elementets transformationsmatrix, [7], som er forskellig for
hvert element i beregningsmetoden. Transformationen er givet ved formel (C.18).

[K]; =[T];" [k];[T]; (C.18)

Her er dimensionen af transformationsmatricen givet ved et antal elementfrihedsgrader og
antal systemfrihedsgrader for henholdsvis reekker og kolonner. Transformationsmatricen
bruges dog ikke i praksis i programmeringen, da elementernes position er kendt. Summeres
samtlige stivhedsmatricer for elementerne pa systemniveau, findes systemets samlede stiv-
hedsmatrice givet ved formel (C.19).

[K]= NZ[K],- (©.19)

P& samme made transformeres elementernes knudeflytninger, {d}, og lastvektorer, {r}, jf.
formel (C.20), hvorefter formel (C.21) kan opskrives.

{r}=1ri{a}
{R}=[11{s}

M, (@) =50Y K} -0y (=) c21

(C.20)

For at finde lgsningen til flytningsfeltet tages variationen af formel (C.21), som kreves lig
nul. Derved opskrives formel (C.22), hvilken benyttes i forbindelse med bestemmelse af
materialeparametrene for enhedscellen.

oM, ({r}) ={ov} (ki }-{r})=0

U (C.22)

[K1{v}={R}

Ligningssystemet (C.22) lgses i praksis ved, at der lgses flere undersystemer, da kun dele
af henholdsvis flytnings- og lastvektoren er kendt. Dette illustreres ved at betragte et sy-
stem vist ved formel (C.23).
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[K]{d}={R}

(C.23)

a ke {4} {£)}

| formel (C.23) er en del af indgangene kendt i henholdsvis flytnings- og lastvektoren, ek-
sempelvis {d,} og {f,}, og de resterende veerdier {di}og {f,} enskes bestemt. Derved Ig-

ses farst ligningssystemet for {d.} og efterfelgende {f>}, jf. formel (C.24) og (C.25).

[k, ){d.} +[k, {d,} ={7]}

U (C.24)
{d} =11 ({£} -k 1{@,})
{fz} = [k21]{d1} + [kzz]{‘iz} (C.25)

Sidste veesentlige punkt er beregningen af spaendingerne ud fra tgjningerne, hvor sammen-
haengen er givet ved formel (C.26).

{o}=[D{} (C.26)

Her er tgjningerne allerede kendte ud fra (C.15), hvorved spandingerne bestemmes ved
formel (C.27).

{s} =[D][B]{d} (C.27)
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BilagD  Isoparametriske  lineere  tgj-
ningstrekanter

| dette bilag behandles teorien for linezre tejningstrekanter, som er flytningsbaserede iso-
parametriske elementer til brug i CALFEM. Formalet er gennem pafaring af flytningsfelter
pa elementet at bestemme elementets stivheds- og spendingsmatrice. Programmeringen af
elementet benyttes til at opbygge enkelte FEM modeller. Som kilde anvendes [Cook,
2002], og safremt en anden kilde er benyttet, er dette anfart. Beregningsfiler findes som
cd-bilag.

D.1 Elementets egenskaber

En linear tgjningstrekant, LST element (Linear Strain Triangle), er vist pa figur d.1. Det
specielle ved LST elementer, i forhold til konstant tgjningstrekanter, CST elementer
(Constant Strain Triangle), er, at kanterne i LST elementet beskrives ved andengradspoly-
nomier, mens de ved CST elementet beskrives ved ferstegradspolynomier. LST elementer-
ne er isoparametriske, da de udover at have kurvede sider ogsa har den egenskab, at bade
elementernes geometri og flytninger defineres ud fra samme formfunktioner.

Vs

Figur D.1: LST element i fysiske koordinatsystem.

Det ses pa figur d.1, at LST elementet har seks knuder, hvor hver knude har to frihedsgra-
der. Knuderne udgar tre hjgrneknuder og tre sideknuder, hvor frihedsgraderne benavnes u;
og vi. For at redegere for hvorfor LST elementet har linegre tgjninger, betragtes et element
i det fysiske koordinatsystem, jf. figur d.1. Flytningens variation over elementet udtrykkes
ved formlerne (D.1) og (D.2), da der er tale om en trekant, hvis kanter udtrykkes ved an-
dengradspolynomier.
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U= P+ X+ PsY+ PX° + Xy + gy’ (D.1)

V= Oy +0,X + Y + 0, X+ Xy + 0y’ (D.2)
hvor

p; 09 ¢ er funktioner af frihedsgraderne

De generelle tgjnings-flytningsrelationer er givet ved formlerne (D.3), (D.4) og (D.5).

ou
s === D.3
XX aX ( )
ov
gyy:a_y (D.4)
ou ov
268, = —+— D.5
v "oy ox (D:5)

Ved at kombinere formlerne (D.1) og (D.2) med (D.3), (D.4) og (D.5) bestemmes formler-
ne (D.6), (D.7) og (D.8).

Exx = p2 +2p4X+ p5y (DG)
E, =03+ 205y +0sX (D.7)
26, = P+ 0, +(ps +20,)x+(2p, +05) Y (D.8)

Formlerne beskriver, at elementets tajning varierer lineart ved deformation, da de er de
partielt afledte af flytningsfunktionerne, som er af anden orden, og elementets kanter de-
formerer som andengradskurver. Geometrien er givet ved figur d.1.

De definerede udtryk er geeldende for elementer i det fysiske koordinatsystem, men da det
er matematisk kompliceret at beskrive elementets egenskaber, blandt andet stivhedsmatri-
cen, ud fra dette system, velges det at placere elementet i et hjeelpekoordinatsystem med
de dimensionslgse koordinater & og . Derved flyttes beskrivelsen fra et koordinatsystem,
det fysiske, ind i et referenceelement. Ulempen ved at foretage beskrivelsen i dette element
er, at der senere skal tages hgjde for koordinattransformationer ved udledning af tgjnings-
flytningsmatricen og derved bade stivhedsmatricen og spandingsmatricen. Bestemmelsen
af elementets stivhedsmatrice samt spaendinger sker da gennem faglgende punkter:
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» Elementet placeres i et dimensionslgst koordinatsystem, hvorefter dets formfunktio-
ner opstilles.

 Transformationsbetingelser med henblik pa bestemmelse af stivhedsmatricen opstil-
les.

e Opstilling af elementets tgjnings-flytningsmatrice.

» De konstitutive forhold fastleegges.

» Elementets stivhedsmatrice opstilles.

e Elementets spaendingskomponenter bestemmes.

D.2 Elementets formfunktioner

For at bestemme elementets stivhedsmatrice skal LST elementets formfunktioner fgrst de-
fineres og opstilles i funktionsmatricen, [/NV]. Som tidligere navnt opstilles elementet og
derved formfunktionerne pa baggrund af de dimensionslgse hjalpekoordinater & og ). | det
dimensionslgse koordinatsystem kan flytningernes variation over elementet ligeledes ud-
trykkes ved et sa&t af formler, som formel (D.9) og (D.10). Udover et andet s&t koordinater
er konstanterne i formlerne (D.9) og (D.10) ligeledes nogle andre end dem fra det fysiske
koordinatsystem.

u=a+a,f+an+a,d +adn+as (D.9)

V=D +b,&+by7+b,E" +0.én+ by (D.10)
hvor

a,0gb er funktioner af frihedsgraderne

Der tages som det fagrste udgangspunkt i, at LST elementerne er isoparametriske, hvorved
elementernes geometri og flytninger begge defineres ud fra samme formfunktioner. Sam-
menhangen mellem funktionsmatricen, der indeholder formfunktionerne og flytningerne
er udtrykt i formel (D.11).
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{1} =[NNd}

u _ >Ny,
v ZNivi

u1
Vl
u(én7) N, 0 ?2 N, 0 i
v(m 0 N ? 0 N
UG
Ve (D.11)
hvor
{u} erflytningsfeltet for elementet
{d} beskriver knudeflytningen for de enkelte knuders frihedsgrader
Da LST elementet er isoparametrisk gaelder formel (D.12) ydermere.
{x}=[~{d}
X ZNixi
y ZNiyi
Xl
Y1
x(6m _ N, 0?7 Ng 0 i
y(ém 0 N 7 0 Ng
X6
Yo (D.12)

hvor
{x} beskriver knudekoordinaterne for et punkt inde i elementet

{} beskriver de forskrevne knudekoordinater

I begge ligningssystemer med funktionsmatricen er det benyttet, at formel (D.9) og (D.10)
er opbygget af det samme grundlaeggende ligningssystem, men med forskellige sat af kon-
stanter, hvorved funktionsmatricen er simplificeret til at indeholde parametrene Nj til Na.
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Funktionsmatricens indhold findes ved at foretage en enhedsflytning af de enkelte knuder i
henholdsvis u; og v; retningen, jf. figur d.2. Farst bestemmes sammenhzangen mellem de
enkelte knuders flytninger ved at tage udgangspunkt i formel (D.9) og (D.10), som kan
omskrives til formel (D.13).

3,
2 > by
u_1En & & 0000 0 0 013
vV 0000 0 01&n& & '
6
b6

Indfaringen af det dimensionslgse koordinatsystem er illustreret pa figur d.2. Her er LST
elementet vist i dets grundform med dets knudekoordinater, som er uafhangige af den op-
rindelige form eller starrelse af det fysiske element.

"

(0.1)

(0.%) (%2%)

(0,0)&d
(%.0) (1.0)

Figur D.2: LST element i det dimensionslgse koordinatsystem.

Det er herefter muligt at bestemme koefficienterne a; frem til as, hvorved koefficienterne
by til bs ogsa er defineret. Evalueringen foretages med udgangspunkt i formel (D.9), idet
knudekoordinaterne benyttes.

192



Bilag D — Isoparametriske linegere tgjningstrekanter

u, =u(0,0)=a
u,=u,0)=a +a, +a,
u; =u(0,n)=a +a,+a
1 1
u, =u(3,0) :a1+5a2 +Za4
1 1 1 1 1

U =U(z,2) S ¥28,+ o8, +7a, 48+ 8

1 1
= O’l: +Za +=
U, =u(0,3) =4 5%t 7%

Ovenstaende ligningssystemer opstilles pa matriceform.

100000 a U,
110100 a u,
101001 a u
1102100 a u,
144444 a8
10 5 00 %+ & u

Ved lgsning af ligningssystemet findes variablerne a; til as.

8 =U

a, =4u, -3u, —u,

a, = 4us —3u, — U,

a, =2(u, - 2u, +u,)

a5 = 4(u +Us —Us - u,)
as = 2(u, — 2ug +u,)

Pa baggrund af resultatet omskrives formel (D.9) og (D.10) til henholdsvis formel (D.14)
og (D.15).

U(f,ﬂ) =u t (4u4 - 3ul - Uz)‘f"’ (4u6 - 3u1 - U3)I7+ 2(“2 - 2u4 + ul)gz

D.14
+4(u, +U; —Ug —Uu,)én+2(u, - 2u, +u)n’ (-14)

V(f,ﬂ) =Vt (4V4 - 3V1 - Vz)f"' (4V5 - 3V1 - V3)’7+ Z(Vz - 2V4 + Vl)fz

D.15
+ 4(V1 Vs~ Vs _V4)<(’7+ 2(V1 - 2V6 +V3)’72 ( )
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| det foregaende er det generelle udtryk for flytningen i forbindelse med funktionsmatricen
givet ved formel (D.11), hvor [/V] kan simplificeres grundet sammenhangen mellem for-
mel (D.14) og (D.15) givet ved formel (D.13).

uEm N, 002 N 0
vén 0 N2 0 N

De enkelte formfunktioner, Ny til Ng, bestemmes ved enkeltvis at pafgre en enhedsflytning,
mens de resterende seettes til 0. Seettes eksempelvis u, =1 findes N.

u =1 ,N,=1-3¢-3n+2&" +4én+2n° = (1-&-n)(1-2¢-27)

Flytningen er illustreret pa figur d.3.

1 ¢

u=1 4 2
—_

Figur D.3: LST element, hvor knude 1 pafares en vandret enhedsflytning.

De resterende formfunktioner findes pa tilsvarende vis.

N, =-&+28 = E2&-1)
Ny =-n+217° =n(27-1)

N, =48-4& - 480 = 4E(L- E-17)
Ny =44n

No =4n-4n° -4én=4n1-&-n)

N

w

o

1
1
1
1
1

< c C c c
S
1

[=2]
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Kravet ved at have opstillet LST elementet i det dimensionslgse koordinatsystem er, at der
for hvert enkelt punkt i det dimensionslgse system kun ma findes et og kun et dertilhgrende
punkt i det fysiske koordinatsystem. Dette er illustreret pa figur d.4.

2 XU

Figur D.4: LST element afbildet i henholdsvis det dimensionslgse plan til venstre og det fysiske plan til hgjre.
Buen med pilene symboliserer, at der kun ma findes ét tilhgrende punkt i det fysiske ved transformation af et

punkt fra det dimensionslase plan.

D.3 Transformationsbetingelser

Den afggrende forskel mellem afbildningen i det fysiske koordinatsystem og det dimensi-
onslgse koordinatsystem er forholdet mellem tgjningerne og flytningerne. Sammenhangen
er ikke ens i begge koordinatsystemer grundet gradienterne. | det fysiske koordinatsystem
haves d/0dx, mens der i det dimensionslgse haves 0/d&. Sammenhzangen skal da sgges pa

formen givet ved formlerne (D.16), hvor keedereglen er taget i brug.

0 _00¢, 9 0n

ox 0&0x 0n ox
0 _00n,00¢

oy dnody o0&oy

(D.16)

Da formfunktionerne netop afhanger af begge sterrelser, kan formlerne (D.17) defineres.

0N, _ 0N, 9& 0N, an

X 0& Ox an ox
ON, _ 0N, 9& 0N, an

dy 0Fdy 0n dy

(D.17)
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Sammenhangen i formel (D.17) er udgangspunkt for elementets tgjnings-flytningsforhold.
Ydermere giver ligningen mulighed for definition af Jacobimatricen, [ ] da formel

(D.17) kan omskrives til (D.18).

N, 0f op N, o,
o0x _ ox ox 0& [ a1 0
i “oe an on L) o 019
oy gy oy an on
hvor
[ ]_1 er den inverse Jacobimatrice.
Selve Jacobimatricen er givet ved formel (D.19).
oN, oN;
[] % Ve o TN TN TR T E ©.19

v SN TN T S S

D.4 Elementets tgjnings-flytningsforhold

For at bestemme tgjnings-flytningsforholdet tages der udgangspunkt i de generelle tgj-
ningsforhold givet ved formel (D.3) til (D.5), hvilke altid er geeldende. Da LST elementet
har 12 frihedsgrader kan formel (D.20) opskrives.

i 0 2 i 0o U
gxx(an) 0X 5 0X 5 Vl
{e}=10Ku} e,(&m = 0 F" ? 0 Fv 0 (D.20)
2¢,,(&.17) / o
Wy 0 0 - 0 0 6
— — — — v

[=2]

dy ox 9y Ox

Tgjningerne er i det givne tilfeelde funktioner af hjeelpekoordinater henholdsvis ¢ og n, da
disse er brugt til at bestemme flytningerne. Da sammenhangen mellem funktionsmatricen
og knudeflytningerne er udtrykt ved formel (D.11), kan formel (D.21) opstilles.

{€} =[01{u}
{u} =[N )}
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{e} =[01{N}{d}
u
{e}=1B1{d}

(D.21)

hvor
ON, 0 2 ON,
0X 0x
oN oN
Bl=|0||N|]= O — 2 0 &
B1=p)[v]= 0 T ay
N, N, AN, 0N,
dy  0x dy  OXx

I ligningssystemet (D.21) er de partielt afledte med hensyn til koordinaterne x og y for N;,
givet ved formel (D.17). Derved kan tgjnings-flytningsmatricen bestemmes ved farst at
bestemme Jacobimatricen, hvorefter hgjresiden i ligningssytemet (D.18) er givet, da de
partielt afledte formfunktioner i forhold til henholdsvis ¢ og n kan findes.

For at tage et eksempel pa udregningen af Jacobimatricen bestemmes indgang .

n- zaa_l\:fixi = (=3+4&+4An)x + (451X, =425 — 17 = 1)x, + 41xs — 417X

D.5 Konstitutive forhold

Sammenhzngen mellem tgjninger og spaendinger er givet ved formel (D.22) i form af den
konstitutive matrice, [D].

0-)( gXX
o, =[D] ¢, (D.22)
Ty 2¢,,

LST elementet kan befinde sig i to tilstande henholdsvis under plan tgjningstilstand eller
plan spandingstilstand. Derved forefindes to former af den konstitutive matrice givet ved
formel (D.23) for plan tgjningstilstand og formel (D.24) for plan spandingstilstand.

—_ E -
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1 v 0
[C]= >V 1 0 (D.24)
1-v
0 0 i(1-v)

D.6 Elementets stivhedsmatrice

Ved brug af Jacobimatricen og derved Jacobideterminanten, :det([ ]) kan formel

(D.25) opstilles, hvilken er geeldende for det dimensionslgse koordinatsystem, da det virke-
lige areal er transformeret om til enhedsarealet.

(k1=t[[B] [D][B]3axdy=t [ [B] [D][B]} dédn, (D.25)

Arn

Hvor arealet er udskrevet i begge ligningssystemer med en faktor 1/2, da der er tale om
arealet for en trekant.

Det er muligt at omformulere formel (D.25) ved at indfare veegten W;, der tager hensyn til
brugen af Gauss punkter til bestemmelse af parametrene { og n i CALFEM. Der forefindes
her kun én veegtparameter, da veegten i dette tilfeelde geelder pr. knude og ikke pr. dimensi-
on. Ved brug af Gauss punkter kan en numerisk lgsning til problemet findes ved formel
(D.26).

[k]=%Zt [B] [P][B] W, (D.26)

Asn

Det vaelges i programmeringen at benytte tre Gauss punkter til at bestemme stivhedsmatri-
cen, hvorved summationen gar fra en til tre. Derved bliver W; lig 1/3 og valget af antal
Gauss punkter ses pa figur d.5.

Figur D.5: lllustration af Gauss-punkter.

Generelt forbedres den numeriske lgsning til problemet jo flere Gausspunkter, der benyt-
tes. Beregningstiden vokser jo flere Gausspunkter, der benyttes, og derfor velges det for
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LST elementet at benytte tre Gausspunkter, hvorved der ved plotning af spendinger i
CALFEM foretages en linear interpolation for de seks knudepunkter.

Det vaelges i beregningerne at bestemme spaendingerne i hjgrneknuderne.

D.7 Speandinger i elementet

Udover elementets stivhedsmatrice er det ligeledes muligt at bestemme spaendinger i ele-
mentet ved brug af de tidligere udledte parametre. Grundlaeggende set galder formel
(D.27).

{0} =[D]{e}
U
{o}=[p][B|{}

(D.27)

Det ses herved, at beregningsproceduren til bestemmelse af stivhedsmatricen er geeldende
ved estimering af spaendingerne i LST elementet, grundet flytnings-tgjningsmatricen.

D.8 Patch test

Formalet med afsnittet er at eftervise, at det konstruerede LST-element virker efter hensig-
ten. Dette kan gares ved brug af en Patch test, hvor flere forudbestemte spaendingstilstande
sgges for en given model opbygget af LST-elementer med mindst én indvendig knude.
Patchen, der programmeres som et kvadrat, opbygges af fire LST-elementer med mindst én
indre knude, hvor patchen understattes fast simpelt saledes, at den er statisk bestemt. Efter
konstruktion af patchen péferes de, for den gnskede spandingstilstand, relevante knuder en
bestemt belastning. Kravet til knudebelastningerne er, at de samlet svarer til en jevnt for-
delt last, og ved analyse af patchen skal spaendingstilstanden vaere konstant, safremt mate-
rialet er isotropt og spandinger er beregnet ved Hookes lov. Dette ggres for henholdsvis
Oxx, Oyy 0 Oyy. Grunden til, at dette gnskes eftervist, er, at elementerne skal kunne modelle-
re en konstant spaendingstilstand for hvert element.

D.8.1 Opbygning af patchen

Ideen med patchen, hvis ydre veelges som et kvadrat, er, at den lige netop er understottet
sadan, at der ikke forekommer stivlegeme beveagelser. Ydermere skal der mindst vaere én
knude, som hverken er belastet eller fastholdt, hvilket gares ved at placere en indre knude.
Patchen er vist pa figur d.6, hvor de valgte mal er angivet.
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10
6,125
5
p )
[4]
ﬁ; o
—
[2] [3] o 2
N \wlo
—
10
y [1]
1,125 ©
7“5

Figur D.6: lllustration af patch hvor de benyttede mal til beregning er angivet.

Den simple understatning i venstre side tillader Poisson-effekter, her tajningen &y eller &yy,
hvilket er centralt safremt Poissons forhold er forskelligt fra 0. Derved er det ogsa muligt at
kontrollere knudeflytningerne i patchen, da der eksempelvis ved enakset spaendingstilstand
skal veere en sammenhang mellem de horisontale og vertikale knudeflytninger, givet ved
Poissons forhold.

Sidste faktor i forbindelse med test af LST-elementet via patch testen er belastningen. Det
gnskes, at patchen paferes henholdsvis enakset traek og ren forskydning, hvorved der fin-
des de tre spaendingstilstande oxx, 0yy 0g Oyy, der skal veere konstante overalt i patchen. Da
der ikke kan pafgres linielaster, men kun knudelaster, skal stgrrelserne af disse vaelges sva-
rende til linielast. Starrelsen af knudelasterne afhanger af antal knuder pa randen, og for
seks knuders elementer kan det vises, at knudebelastningen skal veere 1/6 P og 2/3 P i hen-
holdsvis hjgrneknuderne og de midterste knuder. | afsnit D.8.5 er problematikken beskre-
vet.

I modellen benyttes tre Gausspunkter samt fglgende materialeparametre og laster.

P =100000 N
E =71000 MPa
v=0,3

t =10 mm
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D.8.2 Patch test ved enakset traek langs x-aksen

Patch-testen ved enakset traek langs x-aksen er givet ved figur d.7.

P P
[4]
[2] [3]
! [4] ip

X

Figur D.7: Patch-test ved enakset treek langs x-aksen.

Efter endt beregning i CALFEM fas resultat vist ved figur d.8, samt en reekke starrelser for
spaendingen i patchen, jf. cd-bilag. Den forventede verdi af spaendingen er 1000 MPa. Ud
fra beregningsresultaterne i CALFEM er det muligt at bestemme middelveerdi og spred-
ning af oxx. Starrelserne af spaendingerne er givet i tabel d.1.

Gausspunkt 0-1,xx [Mpa] Jz,xx [Mpa] Js,xx [Mpa] J4,xx [Mpa]

1 1000,00003007609 1000,00004065488 1000,00002618176 1000,00003272992
2 999,999987760842 999,999981640514 999,999980732386 999,999983185621
3 1000,00002264547 999,999977857992 999,999979591717 999,999984033339

Tabel D.1: Spandinger, a,y, for henholdsvis element 1 til 4.

Middelveerdien og standardafvigelsen beregnes.

g, =1000 MPa+2,26 10° MPa
S =2,53 10° MPa

Det kan heraf ses, at standardafvigelsen er af starrelsesordenen 10, hvorved det ma anta-
ges, at afvigelsen skyldes de numeriske ungjagtigheder. Beregningerne antages derved at
stemme overens med det forventede resultat med konstant spaendingstilstand i hele pat-
chen. Deformationen af patchen er vist pa figur d.8.
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10

(o] 1 1 1 1 ~

Figur D.8: Deformation af patchen ved enakset traek langs x-aksen vist ved den stiplede linie.

D.8.3 Patch-test ved enakset treek langs y-aksen

Patch-testen ved enakset traek langs y-aksen er givet ved figur d.9.

ol
T
b
wino
T
D=
)

(4]

(2] (3]

y [1]

Eoumn

Figur D.9: Patch-test ved enakset treek langs y-aksen.

winNy

P iP

Efter endt beregning i CALFEM fas resultat vist ved figur d.10, samt en reekke starrelser
for spaendingen i patchen, jf. cd-bilag. Den forventede verdi af spandingen er som for
1000 MPa. Ud fra beregningsresultaterne i CALFEM er det muligt at bestemme middel-
veerdi og spredning af oyy. Starrelserne af spaendingerne er givet i tabel d.2.
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Gausspunkt g, ,, [MPa] g, ,, [MPa] 0;,, [MPa] g, ., [MPa]

1 1000,00004065488 999,99997785799  999,999981640513 1000,00004065488
2 1000,0000300761  1000,00002264547 999,99998776084  1000,0000300761
3 1000,00003272992 999,999984033338 999,999983185622 1000,00003272992

Tabel D.2: Spaendinger, d,,, for henholdsvis element 1 til 4.

Middelveerdien og standardafvigelsen beregnes.

o, =1000MPa+2,26 10°MPa
S =2,53 10°MPa

Igen er standardafvigelsen af starrelsesordenen 107, hvorved det ma antages, at afvigelsen
skyldes de numeriske ungjagtigheder. Beregningerne antages derved at stemme overens
med det forventede resultat med konstant spaendingstilstand i hele patchen. Deformationen
af patchen er vist pa figur d.10.
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Figur D.10: Deformation af patchen ved enakset traek langs y-aksen vist ved den stiplede linie.
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D.8.4 Patch-test ved ren forskydning
Patch-testen ved ren forskydning er givet ved figur d.11.

: P
5P 3P 5P
@
§P
[4]
ip
%fjp
1@ [3]
1
y [1] 6P

x
win
o
D=
o
G

Figur D.11: Patch-test ved ren forskydning.

Beregningerne udfert i CALFEM giver resultatet vist ved figur d.12, samt en raekke stor-
relser for spaendingen i patchen, jf. cd-bilag og tabel d.3. Som tidligere er den forventede
veerdi af spaendingen for ren forskydning 1000 MPa, og ud fra beregningssterrelserne er
det muligt at bestemme middelvaerdi og spredning af .

Gausspunkt g, ,, [MPa] g, ,, [MPa] g, ,, [MPa] g, ., [MPa]

1 1000,00003256426 999,999978680467 1000,00001239717 1000,00003256426
2 1000,00003256426 1000,00001239717 999,999978680466 1000,00003256426
3 1000,00002312162 999,999989262241 999,999979735513 1000,00002312162

Tabel D.3: Spaendinger, o, for henholdsvis element 1 til 4.

Middelvaerdien og standardafvigelsen beregnes.

7, =1000 MPa+2,63 10 MPa
$=2,2110° MPa

Afvigelsen skyldes de numeriske ungjagtigheder. Beregningerne antages derved at stemme
overens med det forventede resultat med konstant spandingstilstand i hele patchen. De-
formationen af patchen er vist pa figur d.12.
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12+ -7 /

10¢=" . z

0
0 2 4 6 8 10

Figur D.12: Deformation af patchen ved ren forskydning vist ved den stiplede linie.

D.8.5 Andring af overfladekrafter til knudekrafter

Ud fra bilag C, hvor den generelle teori vedrarende virtuelle flytningers princip er beskre-
vet, er lastvektoren kort omtalt. Den generelle formulering af lastvektoren er givet ved
formel (D.28), hvilken indeholder henholdsvis overflade-, masse- og knudekrefter, der alle
omregnes til en feelles starrelse for knudekraefterne.

{r}={r}+{s} +{p}=1[IN] {q} dA+ J [NT {z}ds +{p} (D.28)
A
hvor
{r} er knudernes lastvektor for massekraefter
{s} erknudernes lastvektor for fordelte overfladekraefter

{p} er knudernes lastvektor for koncentrerede knudekraefter
{4} er massekrafter
{r}  eroverfladekrafter

| det fglgende er det kun relevant at betragte overfladekraefterne, da det er disse, der gnskes
omformuleret til knudekraefter. For at bestemme knudekrafterne for ensfordelte laster om-
formuleres ligningssystemet til formel (D.29), jf. figur d.13.

{s}= I[N]T {r}ds = l[N]T {r}/dx? +dy? (D.29)
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ds
dy

dx
X

Figur D.13: Trekantet infinitesimal med sideleengderne dx og dy.

Ligningssystemet er i (D.29) formuleret ud fra det fysiske koordinatsystem, men omformu-
leres i det fglgende via det dimensionslgse koordinatsystem, givet ved formel (D.30), hvor
de dimensionslase koordinater & og ) er benyttet.

{s}= [INT {7}Jd& + dr’ (D.30)

Formel (D.30) kan opskrives som vist, da det er antaget, at elementet i det fysiske koordi-
natsystem stemmer overens med referenceelementet i det dimensionslgse system. Safremt
det gnskes at bestemme knudernes lastvektor for fordelte overfladekreefter numerisk, ind-
fares en approksimationen givet ved (D.31), hvor vagten, Wi, og Jacobideterminanten er
benyttet.

{s}= Z[N]T {r.}det[ ]wdL (D.31)

Formlen (D.31) kan kun bestemmes numerisk ved brug af Gausspunkter pa randen, hvor-
ved knudekrafterne for en vilkarlig trekant i det fysiske koordinatsystem kan findes ud fra
en vilkarlig ensfordelt last. | det fglgende vaelges at gennemfare beregningen for en trekant
pafart ensfordelt last i det dimensionslgse koordinatsystem, det vil sige en analytisk bereg-
ning. Derved bevises det ikke, at fordelingen er rigtig, men det sandsynliggeres. Lastforde-
lingen, der gnskes omregnet til knudekreefter, er skitseret pa figur d.14.
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L] 2k

a A

Figur D.14: lllustration af trekantet LST-element i det dimensionslgse koordinatsystem, inklusiv fladelast.

Ved brug af formel (D.30) opskrives formel (D.32), som er gaeldende for analysen i det
dimensionslgse koordinatsystem vist pa figur d.14.

[y

=

S

o =2 o

1 PX
JA& +dr? (D.32)
Py

o Z2 = o =2

=z

(2]

Analysen gelder i det falgende kun for venstre rand ved vandret belastning, hvor det kun
er formfunktionerne Ni, N3 og Ng, der antager en starrelse, da bade & og d€ er lig nul pa
randen. At & er lig nul pavirker samtlige formfunktioner i funktionsmatricen. Ud fra disse
betragtninger udregnes vektoren svarende til alle knudekrefter.
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Fix @-mA-2n) 0
Fl,y 0 (1_’7)(1_ 2’7)
F. 0 0
Foy 0 0
Fax n(2n-1) 0
Foy ¢ 0 n@2n-1y p
1 - d
A B 0 7
F., 0 0
R, 0 0
R, 0 0
Fox 4n-n) 0
Fe,y 0 4’7(1_ '7)
1
n+3mw=3m 0
0 N+ -3 P
0 0 0
0 0 0
i’ -3 0 0
0 27 =417 &P
_ 0 0 po_ 0
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0
4
27 -2 1f° 0
Y ip
O 2,72 _ ﬂ,73 0
3 0

Det er herved vist, at den midterste knude far knudekraeften 2/3P de to hjerneknuder 1/6P.

D.9 Egenveerdi test

Formalet med afsnittet er at eftervise, at det konstruerede LST-element virker efter hensig-
ten. Dette geres ved brug af en sakaldt egenverdi-test, som er et supplement til Patch-
testen beskrevet i bilag D.8. Patch-testen efterviser ikke om elementet er godt eller darligt,
men efterviser om det opfylder nogle bestemte funktionskrav. Testens udgangspunkt er det
overordnede ligningssystem, der beskriver sammenhangen mellem knudeflytningerne og
knudekreefterne. Efterfglgende veelges det at lade knudekreefterne veere proportionale med
knudeflytningerne ved faktoren A. Derved kan formel (D.33) opskrives, hvilket er et egen-
veerdiproblem.
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1) ={r} = A{a)
U

(k1= A[1]){d} ={0}

hvor
{f}  erknudekrafterne

{d} er knudeflytningerne
[X] er stivhedsmatricen

[1] er enhedsmatricen

(D.33)

Her er A\; egenveerdier af [£], hvorved der er lige sd mange verdier A;, som der er indgange i
{d}. Da der er mulighed for tre linezert uafhaengige stivlegeme flytninger i planet, skal der
veere tre af egenveerdierne, der giver nul for LST-elementet, der netop er et plant element.
Ydermere skal de gvrige indgange veere positive veerdier. Analyseres elementet i CALFEM

findes, at LST-elementet opfylder egenveerdi-testen, jf. tabel d.4 og cd-bilag.

Ai Ai
ool | o
1 87,069 14 10,375
2 84,463 15 0,800
3 67,313 16 0,636
4 54,810 17 0,518
5 41,516 18 0,407
6 38,315 19 0,361
7 34,924 20 0,224
8 28,316 21 0,149
9 22,238 22 0,182
10 17,912 23 0,168
11 14,318 24 0,000
12 13,503 25 0,000
13 12,227 26 0,000

Tabel D.4: Egenvaerdier for den globale stivhedsmatrice.
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Bilag E Spaendingshybrid element

| dette bilag behandles teorien for det spendingshybride element, som er baseret pa kom-
plementaer energi. Ved udledning benyttes som udgangspunkt grundligningerne for kom-
plementaer energi, hvorefter der skiftes til modificeret komplementar energi for at finde
flytninger og spaendinger. Disse benyttes efterfglgende til at opstille et isoparametisk Q4
spaendingshybridt element. Det er brugen af flytningsbetingelser i kombination med spzn-
dingsteorien, der gar, at elementet er et hybrid. Bilaget er skrevet ud fra [Byskov, 2002a]
og [Byskov, 2002b].

E.1 Komplementar energi

Fordelen ved at basere FEM elementer pa komplementeer energi er, at de er mere fleksible
end dem for potentiel energi, hvor elementerne ofte modellerer for stive systemer. Dette vil
sige, at nedbgjningerne for visse modeller ofte kan veere for lille. Under udledningsproce-
duren konverteres til modificeret komplementer energi, Lagrangemultiplikatorer indfares,
hvorved opfyldelsen af specifikke sidebetingelser ved elementrandene Igsnes.

For at opstille den komplementzre energi betragtes figur e.1, hvor et kontinuum med vo-
lumen, V, er opdelt i to enheder med volumen V¥ og V. For enhederne defineres den sta-
tiske og kinematiske rand som henholdsvis Si, $:* og S,, S.*°, mens diskontinuitets-
randen, Sp, foreskriver greenserne, som ogsa kan skrives som S”. Her angiver de to in-
deks J og K sammenhangen mellem enhederne. For et givent element, med elementnum-
ret, J, kan dette tolkes ved, at elementet har et antal naboelementer, som hver har element-
nummeret K. Endelig defineres n som normalen til diskontinuitetsranden med ortogonalen
t.

(K)

Figur E.1: Principskitse af en masse indeholdende en diskontinuert overflade.

Den komplementare energi, INc, opskrives for det generelle tredimensionelle tilfaelde, jf.
formel (E.1), hvor det er spaendingerne og ikke tgjningerne, der laver energi.
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I_l ( IJ) 2-[ Cukl Ukldv_,[suﬂﬁids

: (E.1)

= EL(J)+V(K) Cijkl 0-kldV I 3) S(K) I_ldS
hvor
T. er spaendingerne pa randen
U, er de forskrevne randflytninger

For oj; og T; kreeves, at de skal opfylde falgende statiske betingelser. Dette geelder lige-
veegtsbetingelsen givet ved formel (E.2) og en statisk randbetingelse givet ved formel (E.3)
, da de benyttes som hjeelpebetingelser til den komplementare energi. | begge ligninger
referer en streg til, at variablen er foreskrevet.

Oy, +G =0 % VO E2)
on =T ,x S (E.3)
Ud fra formel (E.2) folger ogsa kravet givet ved formel (E.4), hvilken gelder for enhver

indre overflade, jf. figur e.1 og figur e.2. Ligningssystemet er geldende, da spaendingerne
er kontinuerte over gransen.

(K) ()
(aun])K =—(aijnj)J, X Sp (E.4)
o2 K
)
ot g
J

Figur E.2: Illustration af spendinger pa indre overflade.

Formel (E.4) omskrives ved brug af formel (E.5), hvor enhedsnormalen n®®) indfares.
Derved bestemmes (E.6).
nK) = @ = _p (E.5)

(o0 -0 ) =0, %, 5,25 €9

] 1
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E.2 Modificeret komplementear energi

Med udgangspunkt i det forrige afsnit indfares nu de to Lagrangemultiplikatorer ni" og
ni*?, hvorved der skiftes til modificeret komplementar energi. Lagrangemultiplikatorerne
indfares, da det i det videre forlgb veelges, at de to sidebetingelser (E.3) og (E.6) ikke krae-
ves opfyldt eksakt, mens (E.2) stadig kreeves opfyldt. Ved at udelade de to sidebetingelser
og i stedet indfgre Lagrangemultiplikatorerne udjaevnes diskontinuiteten af spandingerne
mellem to graenser ved, at forskellen fordeles over begge graenser. Sagt pa en anden made
tillades en spandingsforskel mellem to rande, hvilken efterfglgende midles og fordeles
jeevnt pa randene. De to Lagrangemultiplikatorer kan i det generelle tilfeelde tolkes som
flytninger af randen for V¥ og V&, hvor ;" er flytninger pa de statiske rande, og ;™ er
flytninger pa de diskontinuerte rande.

Den modificerede komplementaere energi kan nu bestemmes ved brug af formel (E.7), hvor
den navnte udjevning, ved hjelp af Lagrangemultiplikatorerne, er benyttet.

Ci0;0,dV - o,n.u,dS

Su(J)+SU(K) U

I_|CM ( |j’,7|(T)’,7(JK)) ZI

v (3) 4y (K)

- n™ (0 n - )dS (E.7)

ST(J)+ST(K) i

(K) ( 5K) Z 501 ) K
J'(JK)/7I ( 0; )j ds

For at indsnavre problemet betragtes i det falgende et kontinuum, i det plane tilfelde, som
er inddelt i Ng antal elementer. Derved kan formel (E.7) omskrives til (E.8).

Nel

Mew = Z (%tIAu) CaﬁydaaﬁayddA_ tI o) Ja/?n/?u ds

-t N (J)na(”(aaﬂnﬂ— )dS (E.8)

th (JK)%(JK) a(K) - a“))n“K)dS

I ligningssystemet bemaerkes det, at den gvre graense i den indre sum over diskontinuitets-
randene gar fra K lig 1 op til J — 1, hvilket sikrer, at hver elementgraense kun forekommer
en gang i summationen. Efterfglgende gnskes det at omskrive formel (E.8) pa matriceform,
hvorved betingelse (E.9) er geldende, safremt der antages plan spandingstilstand. Bade [¢]
og [o] er defineret i bilag C.

=C,0, = {€} =[c]{o)} (E.9)

Ydermere opskrives hjelpebetingelsen givet ved (E.10).
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T, =00, ~ {1} =[n}{e] E10

hvor
Tq er en fladekraft.

Matricen [n] indeholder elementerne til normalvektoren, ny, som er en enhedsvektor, og
denne er i det todimensionale tilfelde givet ved (E.11). Her danner n; og n, enhedsvekto-
ren, hvor n; og n, henholdsvis er parallel med ordinaten og abscissen i koordinatsystemet.

n 0 n
[r]= 01 " n2 (E.11)

2 1

Den modificerede komplementere energi kan nu opskrives pa matriceform for det todi-
mensionale tilfelde, jf. formel (E.12).

Nel
Mow = 3 (3tf,, {0} {CHodoa- [, {7} {i}es
T s
_tIsT<J>{n(J)} ({T}_{T}) ds (E.12)
J-1
"y [} ([T} -{rY)as
For at bestemme den modificerede komplementeare energi pa elementniveau, givet ved
formel (E.12), indferes nu en raekke storrelser, der diskretiserer problemet. Den statiske

randbetingelse formel (E.2) skal til enhver tid vaere opfyldt, hvilket ogsa er galdende for
spandingerne, jf. formel (E.13).

{o(x.)}= Ny(x) {v;}, x, VvV (E.13)
hvor

{w} er spaendingsparametrene

[Va(Xa)] er spaendingsinterpolationsmatricen

| formel (E.13) er der set bort fra eventuelle volumenkreefter, det vil sige at aggg er lig nul,
hvilket er en statisk feltbetingelse. For at sikre at formel (E.13) opfylder formel (E.2), skal
spandingsinterpolationsmatricen vaelges, sa kravet er opfyldt.

Ydermere indfares en starrelse for spaendingerne pa randen af element J, {T(x4)}, jf. for-
mel (E.14), som ogsa kraeves opfyldt for (E.2). | ligningsudtrykket er eventuelle begyndel-
sesspaendinger elimineret.
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{rx)}= Fy(x) {»;}. x, s (E.14)

hvor
[Fs(xa)] er produktet af enhedsnormalen [n] og spaendingsinterpolationsmatricen

Det veelges at fortolke Lagrangemultiplikatoren for randflytningerne ved formel (E.15).

{nx)}= N,0x) {v}. % s (E.15)

Til bestemmelse af Lagrangemultiplikatoren benyttes flytningsinterpolationsmatricen [/Vy],
som er begranset til elementets graenser, hvorved flytningerne inde i selve elementet ikke
er defineret af (E.15). Til bestemmelse af multiplikatoren benyttes flytningsfeltets paramet-
re givet ved {v,}. Antagelsen om, at (E.15) er geeldende, medfgrer, at de foreskrevne rand-

flytninger, U, antages at kunne beskrives ved samme flytningsinterpolationsmatrice som
(E.15), jf. formel (E.16).

u(x,)}= N (x,) {v,}, x, S, (E.16)
{#x)} = N,(x,) {7}

Ud fra formlerne (E.13), (E.14), (E.15) og (E.16) er det nu muligt at omformulere den mo-
dificerede komplementare energi, jf. formel (E.17).

Mo (b )= 3 (g 8,000 1€ M0 e
—tJ’Su(J){vﬂ}T Fy(x,) N, (x,) {v,}ds
“tf [} ) - T ) N, 00) {i s
Hfo oot} Fs) T Ny(x,) {vn}dS)J

(E.17)

hvor
J indikerer, at alle vektorer og matricer i (E.17) harer til elementet J.

Formel (E.17) omskrives til formel (E.18), hvor afhaengigheden x, undlades for at simplifi-
cere problemet. Ved omskrivningen sammenlignes de enkelte randes integraler, hvorved
nogle af ledene udgar.
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NeI

Mew (v {0,}) = Z(%{vﬁ}T (¢ Ve €1 N, da)fv )
-{v,} (tjsm F, N, dS){vn} (E.18)
-{} (tJ’ST(J) N, T dS))J

Ligesom ved det LST elementet, jf. bilag D, indferes nu et antal simplificeringer givet ved
Formel (E.19) til (E.21), hvorved formel (E.18) kan omskrives til (E.22).

kgl =t[,., N, "[c1 N, dA (E.19)
{ka}=t[., F, N, d (E.20)
{n}=tf,, N, T ds (E.21)

NeI

Mew ({"ﬁ} ’ {"n}) - Zl (%{"ﬁ}T [kﬁﬁ]{vﬁ} - {"ﬂ}T [kﬁn]{vﬂ} - {"n}T {” n}) , (E.22)

Det gnskes at eliminere spaendingsfeltets parametre, der har med den modificerede kom-
plementeere energi at gare i formel (E.22), det vil sige {vg}. Da sidebetingelsen for konti-
nuitet af spaendingen langs elementets greenser, jf. formel (E.3), blev lgsnet ved indfarelse
af Lagrangemultiplikatoren, er der ingen betingelser, som sammenholder spandingsfeltets
parametre {vg}"” for element J direkte med spandingsfeltets parametre {v;}* for element
K. Derfor er det muligt at eliminere disse parametre pa elementniveau, hvilket gares ved at
tage variationen af (E.22) med hensyn til stgrrelsen {vg}, jf. formel (E.23).

0=5 Mo ({v} {})
0= i({d"ﬁ}T [kﬂﬁ]{vﬂ} _{5"/?}T [kﬂ”]{v”})J

(E.23)
0={ov,} hyl{v,}-{ov,} k) {v,}  {ov,}
U

{"/f} = [kﬁﬁ]_l[kﬁn]{vn}

| det endelig udtryk (E.23) antages det, at [kgg] ikke er singuleer, da en singuleer [kgg] med-
farer, at der paferes en spandingstilstand uden, at der produceres spandingsenergi i ele-
mentet. Dette antages ydermere opfyldt, safremt spaendingsinterpolationsmatricen i formel
(E.13) veelges at veere linezr. Det er nu muligt at omskrive (E.22) ud fra (E.23), hvorved
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den modificerede komplementeere energi kun kommer til at afhaenge af {v,}, jf. formel
(E.24).

Mo ({,}) = ﬁ(%{v”}T T U 1o}~ ). (E.22

Det veelges nu at indfare de to formler (E.25) og (E.26), hvorved formel (E.24) kan simpli-
ficeres til formel (E.27).

K. o= ky | ky kg (E.25)
{r)={n} (E.26)
Mew ({vn}) - Z(%{VW}T [k*,m]{v,]}—{vq}T {r*”})J (E27)

Den modificerede komplementeare energi, givet ved formel (E.27), summeres over samtli-
ge elementer, hvorved formel (E.28), der geelder pa systemniveau, kan opskrives.

New () =40} 601} - {®°) (E.28)

Tages variationen af (E.28) med hensyn til {F;}, hvilken kreeves lig nul, findes formel
(E.29).

K, v} ={r} (E29)

Ud fra bilag D, hvor det linezre tgjningselement blev beskrevet, kan formel (E.29) fortol-
kes. Det ses, at systemets knudeflytninger {¥,,} beregnes ud fra samme ligningssystem
som ved systemer baseret pa potentiel energi. {R*,} kan opfattes som lastvektor, mens
{K*y} kan opfattes som systemets stivhedsmatrice.
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E.3 Isoparametrisk Q4 element baseret pa modificeret kom-
plementaer energi
Det veelges at benytte teorien for modificeret komplementer energi i bilag E.2 til at op-

bygge et isoparametisk Q4 spandingshybridt element. Q4 elementet i det fysiske plan er
illustreret ved figur e.3.

Figur E.3: lllustration af spaendingshybridt Q4 elementet i det fysiske koordinatsystem.

Det spaendingshybride Q4 element transformeres til det dimensionslgse plan, jf. figur e.4.

N
(-1,1) 1,1)
4 3
g
1 2
(-1-1) (1-1)

Figur E.4: lllustration af speendingshybridt Q4 element i det dimensionslgse koordinatsystem.

Farst bestemmes normalvektorerne for elementet, som samles i normalvektormatricen [n].
Denne opstilles pa baggrund af elementet i det fysiske koordinatsystem, hvor den antager
forskellige veerdier for hver rand. For hver rand gaelder formel (E.11) og situationen er vist
pa figur e.5.
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X,u

Figur E.5: Illustration af spandingshybrid Q4 element med enhedsnormal pa randen 2-3.

| bilag D er kaedereglen benyttet til at beskrive sammenhsngen mellem de fysiske og di-
mensionslgse koordinater og afledede heraf. Derved er det muligt at opstille formel (E.30),
hvor [ ] er Jacobimatricen.

dx :[ ]-1 dé

E.30
dy an (E.30)

| det fysiske rum er leengden af randen givet ved (E.31).
dl = \Jdx® +dy® (E.31)

Enhedsnormalen kan derved opskrives ved (E.32), hvor samtlige af de fysiske koordinater
er kendt.

dx. 0 dy 1

[2]= dy dx di (E.32)

Rent programmeringsmaessigt viser (E.30) sig at veere den bedst mulige made at definere
normalvektormatricen pa i stedet for at definere den ud fra de fysiske knudekoordinater.
Dette skyldes, at elementerne drejes ved opbygning af de forskellige modeller, hvorved
normalvektorens retning &ndres. Ved bestemmelse af Jacobideterminanten for randen viser
det sig derimod programmeringsmaessigt tilladeligt at bestemme stgrrelsen ud fra knude-
koordinaterne. Jacobideterminanten for randen er generelt defineret som forholdet mellem
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randleengden i det fysiske og dimensionslgse rum, jf. formel (E.33). Her valges det som
naevnt at benytte (E.34) og (E.35) til at definere den fysiske lengde.

det ([ s])=O'?I (E.33)
dx =x, - % (E.34)
dy=y,-y, (E.39)

Efterfalgende opstilles spaendingsinterpolationsmatricen, [/Vg(Xq)], hvor det veelges, at for-
skydningsspandingerne er konstante over hele elementet, mens normalspandingen varie-
rer lineaert. Pa baggrund af det fysiske koordinatsystem vealges spaendingsinterpolations-
matricen til (E.36), hvilken opfylder sidebetingelsen givet ved (E.2).

100y 0
Ny(x)) =0 1 0 0 x (E.36)
00100

For at fa estimeret knudekoordinaterne i formel (E.36) benyttes funktionsmatricen, jf. for-
mel (E.37) og (E.41).

X,
x&m N, 0 2 N, 0 U
MmN ‘ ; (E37)
WEDH T 0 N, 2 0 N,
X4
Y4

hvor
{x} beskriver knudekoordinaterne for et punkt inde i elementet

{c} beskriver de forskrevne knudekoordinater

Ud fra formel (E.36) er det muligt at bestemme [kgg] givet ved formel (E.19), som derved
kommer til at afheenge af de dimensionslase koordinater, jf. formel (E.38).

ky =t N, "[c1 N, dé&dn (E.38)
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| udtrykket indgar ydermere fleksibilitetsmatricen, [C], der er givet ved formel (E.39).

1 v
E E
v 1
Ccl=— = 0 E.39
[C] E E (E.39)
0 0 1
G
hvor
G er forskydningsmodulen.

Da det via CALFEM gnskes at bestemme [kgg] numerisk ved hjeelp af Gausspunkter, om-
skrives formel (E.38) til (E.40), hvor veegten og Jacobideterminanten introduceres.

Nel

Ky =t; N, '[C] N, Wdé&dn (E.40)

Jacobideterminanten bestemmes pa tilsvarende vis som i bilag D, blot med en ny funkti-

onsmatrice som basis, ligesom ved et almindeligt isoparametrisk Q4 element. Denne er gi-
vet ved (E.41).

(v]- N, 0N, O N, O N, 0 €41
0O N O N, O N, 0 N, '

hvor

1-Ha-n)
1+5d-n)
1+HA+n)
1-Ha+n)

w -
I

zZ Z r\)Z =
Al AR s R

~

Det veelges at benytte fire Gausspunkter til approksimation af integralet over arealet.

Gausspunkterne er placeret inde i selve elementet, jf. figur e.6, hvor deres placering yder-
mere er angivet. Den dertilhgrende vaegt W; er 1.
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n
(-11) (1.1)
4 3
X X
o 0,57735
N~ —
i
A g
X X
1 2
9
(1-1) (1-1)

Figur E.6: Q4 element i det dimensionslase plan, hvor de fire Gausspunkter er markeret.

Efterfalgende er det matricen [kg,], som gnskes estimeret. Denne er givet ved formel

(E.20). Her bestemmes [Fg] som normalvektormatricen multipliceret med speendingsinter-
polationsmatricen, jf. formel (E.42).

F, =[n] N, (E.42)

Flytningsinterpolationsmatricen, [V,], bestemmes ved at tage udgangspunkt i funktionsma-
tricen, jf. formel (E.41). Ydermere er matricen forskellig for hver rand og opstilles pa bag-
grund af det dimensionslgse koordinatsystem, hvor randbetingelser benyttes. Saledes er
eksempelvis n lig minus 1 pa randen 1 til 2. P& baggrund heraf findes formel (E.43).

1-&§ 0 1+¢& 0 00 O0O

3 rand 1-2
0 1-&6 0 1+&£ 00 0 O
0 0 1- 0 1+ 0 00

Z d d rand 2-3
o0 O 1-n 0 1+p 0 O

N, = (E.43)

0000 1+& 0 1-& O

2 rand 3-4
0000 O 1+& 0 1-¢
1- 0O 00 0 0 1+ 0

3 g g rand 4-1

0 1-7 0000 0 1+n

Derneest omskrives [kg,], da elementet beskrives i det dimensionslgse koordinatsystem, jf.
formel (E.44), idet der tages udgangspunkt i (E.33) til at beskrive randen dS.
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U (E.44)

Ved approksimation af (E.44) indfares vaegten, W;, som tidligere beskrevet. Her er det vig-
tigt at bemaerke, at det er randintegralet, der approksimeres og ikke arealintegralet. Derved
benyttes to Gausspunkter per rand, hvor hver rand, som tidligere navnt, har nogle randbe-
tingelser, jf. figur e.7, der indseettes i (E.44).

n
(L1) (L1)
4 3
057735
LO\ E
2
i
o
1 2
(-1-1) (1,-1)

Figur E.7: Q4 element i det dimensionslase plan, hvor de 2 Gausspunkter pr. rand er markeret.

Endeligt er det muligt at bestemme den samlede stivhedsmatrice givet ved formel (E.25).
Efter beregning af de enkelte elementers stivhedsmatricer [ky,], legges disse sammen til
systemets samlede stivhedsmatrix [K*,,], der anvendes i formel (E.29), jf. cd-bilag.

Ud fra systemets stivhedsmatrice er det nu muligt at bestemme samtlige flytninger, og
samtidig er det ud fra de fundne parametre muligt at finde spandingerne. Dette geres ved
at tage udgangspunkt i formel (E.23), som bestemmes entydigt for hvert element ud fra
knudeflytningerne {v,}. Derved kan spaendingerne endeligt findes ved formel (E.45).

{o}= N, {v,} (E.45)
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